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Тема 1.7. Основные понятия кинематики 
Кинематика точки

Иметь представление о пространстве, времени, траектории, 
пути, скорости и ускорении.

Знать способы задания движения точки ( естественный и 
координатный).

Знать обозначения, единицы измерения, взаимосвязь кинема­
тических параметров движения, формулы для определения скоро­
стей и ускорений ( без вывода).

Кинематика рассматривает движение как перемещение в про­
странстве. Причины, вызывающие движение, не рассматриваются. 
Кинематика устанавливает способы задания движения и определяет 
методы определения кинематических параметров движения.

Основные кинематические параметры
Траектория
Линию, которую очерчивает материальная точка при движении 

в пространстве, называют траекторией.
Траектория может быть прямой и кривой, плоской и простран­

ственной линией.
Уравнение траектории при плоском движении: у =  f (x ) .

Пройденный путь
Путь измеряется вдоль траектории в направлении движения. 

Обозначение —  S, единицы измерения —  метры.

Уравнение движения точки
Уравнение, определяющее положение движущейся точки в зави­

симости от времени, называется уравнением движения.

о

S

Положение точки в каждый 
момент времени можно опреде­
лить по расстоянию, пройденно­
му вдоль траектории от некото­
рой неподвижной точки, рассмат-

Рис. 9.1
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риваемой как начало отсчета (рис. 9.1). Такой способ задания дви­
жения называется естественным.

Таким образом, уравнение движения можно представить в виде 
S — f ( t ) .  Положение точки можно также определить, если известны 
ее координаты в зависимости от времени (рис. 9.2). Тогда в случае 
движения на плоскости должны быть заданы два уравнения:

| х  =  / i(i);

\ у  =  Л (* )-
В  случае пространственного движе­

ния добавляется и третья координата
* =  /з(0-

Такой способ задания движения на­
зывают координатным.

Скорость движения
Векторная величина, характеризующая в данный момент бы­

строту и направление движения по траектории, называется скоро­
стью.

Скорость —  вектор, в любой момент направленный по каса­
тельной к траектории в сторону направления движения (рис. 9.3).

Если точка за равные проме­
жутки времени проходит равные 
расстояния, то движение называ­
ют равномерным.

Средняя скорость на пути 
A S  определяется как

Vcp —
A S  

A t ’

где A S  —  пройденный путь за время A t ; A t  —  промежуток времени.
Если точка за равные промежутки времени проходит неравные 

byTH, то движение называют неравномерным.
В  этом случае скорость —  величина переменная и зависит от 

времени v  =  f ( t ) .
При рассмотрении малых промежутков времени (A t  —* 0) сред­

няя скорость становится равной истинной скорости движения в дан­
ный момент. Поэтому скорость в данный момент определяют как
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производную пути по времени:

_  dS_
V d t '

За единицу скорости принимают 1м/с. Иногда скорость изме­

ряют в км/ч, 1км/ч =  =  0,278 м/с.
3600

Ускорение точки
Векторная величина, характеризующая быстроту изменения 

скорости по величине и направлению, называется ускорением точки.
Скорость точки при перемещении из точки M i  в точку Мг ме­

няется по величине и направлению. Среднее значение ускорения за 
этот промежуток времени

“ о  =  (рис. 9.4).

При рассмотрении бесконечно ма­
лого промежутка времени среднее 
ускорение превратится в ускорение в 
данный момент:

dv

Обычно для удобства рассматривают две взаимно перпен­
дикулярные составляющие ускорения: нормальное и касательное 
(рис. 9.5).

Нормальное ускорение ап характеризует изменение скорости по 
направлению и определяется как

v 2
Gtn. -*

где г —  радиус кривизны траектории в данный момент времени.
Нормальное ускорение всегда направлено перпендикулярно ско­

рости к центру дуги.
Касательное ускорение at характеризует изменение скорости по 

величине и всегда направлено по касательной к траектории; при 
ускорении его направление совпадает с направлением скорости, а
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при замедлении оно направлено противоположно направлению век­
тора скорости.

Формула для определения касательного ускорения имеет вид:

Л dv „/ а»

Значение полного ускорения определяется как а 
(рис. 9.6).

\А? +  °п

Примеры решения задач

П р и м ер  1. Дано уравнение движения точки: S =  0,36£2 +  0,18f. 
Определить скорость точки в конце третьей секунды движения и 
среднюю скорость за первые 3 секунды.

Решение
dS

1. Уравнение скорости v  =  — ; S ' — 2 • 0,36t +  0,18; v  =  0,721 +  0,18.
dt

2. Скорость в конце третьей секунды (t  =  Зс) из =  0,72 -3  +  0,18 =  
- 2,34 м/с.

A S
3. Средняя скорость vcp =  - r —; vcp =  (0,36 • 32+  0,18 • 3)/3 =  1,26м/с.

П р и м ер  2. Точка движется по кривой радиуса г =  10 м со­
гласно уравнению S  =  2,512 +  1,2£ +  2,5 (рис. 9.6).
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Определить полное ускорение точки в конце второй секунды 
движения и указать направление касательной и нормальной соста­
вляющих ускорения в точке М .

Решение

1. Касательное ускорение определяется как at =

dS

dv
dt

Уравнение скорости: v =  — .
dt

Скорость будет равна v — 2 ■ 2,51 +  1,2; v =  5t +  1,2 (м/с). 
Касательное ускорение: at =  v ' =  5 м/с2.
Вывод: касательное ускорение не зависит от времени, оно по­

стоянно.
V2

2. Нормальное ускорение: ап =  — .
г

Скорость на второй секунде будет равна V2 =  5-2+1,2 =  11,2 м/с./ц 2̂2
Величина нормального ускорения: ап2 =  — ^ —  =  12,54 м/с2.

3. Полное ускорение: а =  \/а2 +  а%.
Полное ускорение в конце второй секунды:
о2 =  \/52 +  12,542 -  13,5 м/с2.
4. Нормальное ускорение направлено перпендикулярно скорости 

к центру дуги.
Касательное ускорение направлено по касательной к кривой и 

совпадает с направлением скорости, т. к. касательное ускорение —  
положительная величина (скорость растет).

Контрольные вопросы и задания
1. Запишите в общем виде закон движения в естественной и ко­

ординатной форме.
2. Что называют траекторией движения?
3. Как определяется скорость движения точки при естественном 

способе задания движения?
4. Запишите формулы для определения касательного, нормаль­

ного и полного ускорений.
5. Что характеризует касательное ускорение и как оно напра­

влено по отношению к вектору скорости?
6. Что характеризует и как направлено нормальное ускорение?



Тема 1.8. Кинематика точки 71

ЛЕ К Ц И Я  10

Тема 1.8. Кинематика точки
Иметь представление о скоростях средней и истинной, об 

ускорении при прямолинейном и криволинейном движениях, о раз­
личных видах движения точки.

Знать формулы ( без вывода) и графики равномерного и равно­
переменного движений точки.

Уметь определять параметры движения точки по заданному 
закону движения, строить и читать кинематические графики.

Анализ видов и
кинетических параметров движений

Ра вн ом ер н ое  дви ж ени е
Равномерное движение —  это движение с постоянной скоро­

стью:
V =  const.

Для прямолинейного равномерного движения (рис. 10.1а)
dv ___

at =  —  => at =  0; '■\Л/
at

V2 п
М  v 
•  >

—  =  0.
г а) б)

ки равно нулю: а — 0.
При криволинейном равномер­

ном движении (рис. 10.16)

Рис. 10.1

г  ф оо => ап =  —  ^  0.

Полное ускорение равно нормальному ускорению: о =  а„.
Уравнение (закон) движения точки при равномерном движении 

можно получить, проделав ряд несложных операций.
Так как v  =  const, закон равномерного движения в общем виде 

является уравнением прямой: S  =  So+vt, где Sq —  путь, пройденный 
до начала отсчета.
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Равнопеременное движение
Равнопеременное движение —  это движение с постоянным ка­

сательным ускорением:
at =  const.

Для прямолинейного равнопеременного движения

г  =  оо =>■ ап =  0; а =  at — const.

Полное ускорение равно касательному ускорению. 
Криволинейное равнопеременное движение (рис. 10.2):

ап ф 0; at =  const ф 0.

Учитывая, что at =  

преобразований:

dv
— ; at — const и сделав ряд 
dt

dv =  atdt; J  dv =  at

V
/ dt,

получим значение скорости при равнопеременном движении

dS
V =  VQ +  att] v  =  — .

dt

После интегрирования будем иметь закон равнопеременного 
движения в общем виде, представляющий уравнение параболы:

S — Sq +  vot Н— 1— ,

где до —  начальная скорость движения;

So —  путь, пройденный до начала отсчета; 

at —  постоянное касательное ускорение.

Неравномерное движение
При неравномерном движении численные значения скорости и 

ускорения меняются.
Уравнение неравномерного движения в общем виде представля­

ет собой уравнение третьей S =  f ( t 3) и выше степени.



Тема 1.8. Кинематика точки 73

Кинематические графики
Кинематические графики —  это графики изменения пути, ско­

рости и ускорений в зависимости от времени.

Ра вн ом ер н ое  д ви ж ен и е  (рис. 10.3)

5 .V

X._______________________________________
О i, с

Рис. 10.3

Ра вн опер ем ен н ое  дви ж ен и е  (рис. 10.4)

Примеры решения задач

П р и м ер  1. По заданному закону движения S =  10 +  201 — Ы2 
([5 ] =  м; [t] =  с) определить вид движения, начальную скорость и 
касательное ускорение точки, время до остановки.

(Рекомендуется обойтись без расчетов, использовать метод 
сравнения заданного уравнения с уравнениями различных видов дви­
жений в общем виде.)

Р еш ен и е

att2
1. Вид движения: равнопеременное (5  =  So +  vqt 4— — ).
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2. При сравнении уравнений очевидно, что
—  начальный путь, пройденный до начала отсчета 10 м;
—  начальная скорость 20 м/с;

Cit /2 о
—  постоянное касательное ускорение—  =  —5 м/с ;at = —10м/с .
—  ускорение отрицательное, следовательно, движение замедлен­

ное (равнозамедленное), ускорение направлено в сторону, противо­
положную направлению скорости движения.

3. Можно определить время, при котором скорость точки будет
, 20 

равна нулю: v =  S  =  20 -  2 • 5t; v =  20 — 10t; u =  0 ; i  =  —  =  2c.

П р и м е ч а н и е .  Если при равнопеременном движении 
скорость растет, значит, ускорение —  положительная величина, гра­
фик пути —  вогнутая парабола. При торможении скорость падает, 
ускорение (замедление) —  отрицательная величина, график пути —  
выпуклая парабола (рис. 10.4).

П ри м ер  2. Точка движется по желобу из точки А  в точку D  
(рис. 10.5).

Как изменятся касательное и нормальное 
ускорения при прохождении точки через В  и 
СЧ

Скорость движения считать постоянной. 
Радиус участка А В  =  10 м, радиус участка 
В С =  5м.

Решение

1. Рассмотрим участок А В.
Касательное ускорение равно нулю (у  =  const).

Нормальное ускорение ^ап =  — J при перехо­

де через точку В  увеличивается в 2 раза, оно меняет направление, 
т. к. центр дуги А В  не совпадает с центром дуги ВС.

2. На участке ВС:
—  касательное ускорение равно нулю: at =  0;
—  нормальное ускорение при переходе через точку С  меняется: 

до точки С  движение вращательное, после точки С  движение стано­
вится прямолинейным, нормальное напряжение на прямолинейном 
участке равно нулю.

3. На участке C D  полное ускорение равно нулю.
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П р и м ер  3. По заданному графику скорости найти путь, прой­
денный за время движения (рис. 10.6).

Р еш ен и е

1. По графику следует рассмотреть три участка движения. 
Первый участок —  разгон из состояния покоя (равноускоренное 

движение).
Уравнение скорости vi =  vo +  a\t\] vq =  0.

Ускорение ai — — ; a\ — — =  1,6м/с2. 
ti 5

Второй участок —  равномерное движение: v =  8 м/с; а2 =  0. 
Третий участок —  торможение до остановки (равнозамедленное 

движение).
Уравнение скорости из =  г>оз +  аз^з; w3 =  0.

^оз о , о
Ускорение аз =  — — ; аз =  —-  =  —2 м/с .

ьз 4
2. Путь, пройденный за время движения, будет равен:

at2
первый участок: S\ =  So +  vqt +  — ; So =  0; vq =  0;

5i =  ^ i ;  S\ =  =  20 м/с;

второй участок: S2 =  г^г =  8 • 10 =  80 м/с;

третий участок: S3 =  Зоз +  г/оз̂ з +  -?оз =  S\ +  S2;

г>оз =  8 м/с; аз =  —2 м/с2.
Путь за время движения

—2 ■ 42
Ss  =  53 =  100 +  8 • 4 +  — - —  =  116 м.

8

2
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П ри м ер  4. Тело, имевшее начальную скорость 36 км/ч, про­
шло 50 м до остановки. Считая движение равнозамедленным, опре­
делить время торможения.

Решение
1. Записываем уравнение скорости для равнозамедленного дви­

жения:
v  =  vo +  at — 0.

^  . 36-1000 ,
Определяем начальную скорость в м/с: до =  — 0/,пг,—  =  10 м/с.

3600
Выразим ускорение (замедление) из уравнения скорости:

_  _ v o
°  t '

at2
2. Записываем уравнение пути: 5  =  vqt +

После подстановки получим: S =

3. Определяем время до полной остановки (время торможения):

25 2 -50
t =  —  — —- =  10 с.

VQ 10

Контрольные вопросы и задания
1. Запишите формулу ускорения при прямолинейном движении.
2. Запишите формулу ускорения (полного) при криволинейном 

движении.
3. Тело скатывается по желобу (рис. 10.7). Какие параметры 

движения меняются при переходе через точку В  и почему?
Ответы:
1. ап.
2. at.
3. v.
4. Параметры движения не меняются.

Рис. 10.7
4. По заданному уравнению движения точки 5  =  25 +  l,5t +  612 

определите вид движения и без расчетов, используя законы движе­
ния точки, ответьте, чему равны начальная скорость и ускорение.
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5. По заданному уравнению движения точки S  =  221 — 4f2 по­
стройте графики скорости и касательного ускорения.

6. По графику скоростей точки опреде- »,м/с 
лите путь, пройденный за время движения 
(рис. 10.8). 18

12
7. Точка движется по дуге. Охарактери­

зуйте движение точки (рис. 10.9).

\

12
Рис. 10.8

I, С

Рис. 10.9

8. Ответьте на вопросы тестового задания.

Темы 1.7, 1.8. Кинематика. 
Кинематика точки

В о п р о с ы О т в е т ы К о д

1. Точка движется по линии АВС. По изобра- Равномерное 1

женным параметрам движения определить
вид движения. Равноускоренное 2

А В
О ■ ■■

Равнозамедленное 3

V

С '
У

f

Г
Неравномерное 4
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Продолжение
В о п р о с ы О т в е т ы К о д

2. По приведенным кинематическим графикам S =  vt 1

5,м V. м/с 2

at2
S — So + Vot 4- 3

n at2 S =  v0t --- ^ 4О 1, С О U с

3. Автомобиль движется по арочному мосту 
согласно уравнению S = 12t. Определить 
полное ускорение автомобиля, если радиус 
моста г = 100 м, время движения i = 5 с.

a = l, 44 м/с2 1

a = 0,12 м/с2 2

a = 0,6 м/с2 3

a =  36 м/с2 4
4. По графику скорости определить время
пвижения точки по полной остановки.

t o C T  6 C 1

Зако!
м/с
46

40

0

i движения не меняется. ôct = 12 C 2

3 Л С

tocT *  23 C 3

iocT ~ 43 c 4

5. Тело, двигаясь из состояния покоя равноуско­
ренно, за 10 с достигло скорости 45 м/с. 
Определить путь, пройденный за время 
движения.

105 m 1

125 м 2

22,5 м 3

225 m 4
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Тема 1.9. Простейшие движения твердого тела
Иметь представление о поступательном движении, его осо­

бенностях и параметрах, о вращательном движении тела и его 
параметрах.

Знать формулы для определения параметров поступательного 
и вращательного движений тела.

Уметь определять кинематические параметры тела при по­
ступательном и вращательном движениях, определять параме­
тры любой точки тела.

Поступательное движение
Поступательным называют такое движение твердого тела, при 

котором всякая прямая линия на теле при движении остается парал­
лельной своему начальному положению (рис. 11.1, 11.2).

При поступательном движении все точки тела движутся одина­
ково: скорости и ускорения в каждый момент одинаковы. Поэтому 
для описания движения тела можно рассматривать движение одной 
его точки, обычно центра масс.

Поступательное движение может быть прямолинейным и кри­
волинейным.

Вращательное движение
П р и  вращ ательн ом  движ ении все точки  т е л а  описы ваю т ок р уж ­

ности вокруг общ ей неподвиж ной оси.
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Неподвижная ось, вокруг которой вращаются все точки тела 
называется осью вращения.

При этом каждая точка движется по окружности, радиус кото­
рой равен расстоянию точки до оси вращения. Точки на оси враще­
ния не перемещаются.

Для описания вращательного движения тела вокруг непо­
движной оси можно использовать только угловые параметры 
(рис. 11.3):

ip —  угол поворота тела, [ip\ =  рад;
и> —  угловая скорость, определяет изменение угла поворота в 

единицу времени, [ш] =  рад/с.
Для определения положения 

тела в любой момент времени ис­
пользуется уравнение <р =  / (f ).

Следовательно, для определе­
ния угловой скорости можно поль-

dtp
зоваться выражением и> =  — .

dt
Иногда для оценки быстро­

ты вращения используют угловую 
частоту вращения п, которая оце­
нивается в оборотах в минуту.

Угловая скорость и частота 
вращения физически близкие ве­
личины:

27Г п 7Г п
w =  "бо" =  30 ’

Изменение угловой скорости во времени определяется угловым 
ускорением е, [е] =  рад/с2;

du;
е =

dt

Частные случаи вращательного движения 
Равн ом ер н ое  вращ ение  (угловая скорость постоянна):

LJ - COnst.

Уравнение (закон) равномерного вращения в данном случае име­
ет вид:
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<Р =  Р 0 +  ti/t,

где (ро —  угол поворота до начала отсчета.
Кинематические графики для этого вида движения изображены 

на рис. 11.4.

ф, рад „ /  Ф. PW 
Фо = 0 /

J
____ N

СО, рад/с

г-фо
Г_______

0 Г /. с о t, с 0

Рис. 11.4

Ра вн опер ем ен н ое  вращ ение  (угловое ускорение постоянно):

е =  const.

Уравнение (закон) равнопеременного вращения

еt2
р  =  ро +  uot +  

где <jJq —  начальная угловая скорость.
Угловое ускорение при ускоренном движении —  величина поло­

жительная-, угловая скорость будет все время возрастать.
Угловое ускорение при замедленном движении —  величина от­

рицательная-, угловая скорость убывает.
Для данного движения кинематические графики представлены 

на рис. 11.5.

Скорости и ускорения точек вращающегося тела
Тело вращается вокруг точки О. Определим параметры дви­

жения точки А, расположенной на расстоянии г  а  от оси вращения 
(рис. 11.6, 11.7).
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Путь точки A: Sa  =  W A - 
Линейная скорость точки A: ид — шгд.
Ускорения точки A: atA =  ^ТА —  касательное; апд — ш2гд  —  

нормальное, где г  а  —  радиус окружности, траектории точки А.

Примеры решения задач

П р и м ер  1. По заданному графику угловой скорости (рис. 11.8) 
определить вид вращательного движения.

Решение
1. Участок 1 —  неравномерное ускоренное движение, ш =  <р'\ 

е =  а/.
2. Участок 2 —  скорость постоянна —  движение равномерное, 

ш =  const.
3. Участок 3 —  скорость убывает равномерно —  равнозамедлен­

ное движение, е =  и/ <  0.
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П р и м ер  2. Ротор электродвигателя вращается со скоростью, 
описываемой уравнением из =  2л t. Определить вид движения.

Решение
1. Анализируем выражение для скорости: скорость меняется и 

зависит от времени линейно. Следовательно, угловое ускорение —  
постоянно, е — из' =  2л =  const.

2. Движение равнопеременное (равноускоренное, т. к. ускорение 
положительно).

П р и м ер  3. Тело вращалось равноускоренно из состояния покоя 
и сделало 360 оборотов за 2 мин. Определить угловое ускорение.

Решение
1. Один оборот равен 27г радиан. Следовательно:

360 оборотов =  7207Г рад , <р =  7207т рад .

2. Закон равнопеременного вращательного движения

, etr
<Р — ‘Ро +  w0t +  ~2~-

В данном случае <ро — 0; изо =  0.
£t*

Следовательно, =  — .
_ *
2 &

Откуда е =  - j j .

3. Угловое ускорение равно е =
2 • 720 • 7Г 

(120)2
0,314 рад/с2.

П р и м ер  4. Тело вращалось с угловой частотой 1200 об/мин. 
Затем движение стало равнозамедленным, и за 30 секунд скорость 
упала до 900 об/мин. Определить число оборотов тела за это время 
и время до полной остановки.

Решение
1. Построить график изменения скорости за 30 с (рис. 11.9). 
Определяем угловую скорость вращения тела:

изо =
1200 • 7г

30
=  407Г рад/с; из =

9007Г
=  ЗОтг рад/с.
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Определяем угловое ускорение:

UJ — U!q 307Г — 407Г 

£ =  t =  30
рад/с2

Число оборотов за 30 с: z =  —
2ir

10507т

2тг
=  525 об.

2. Определяем время до полной остановки. 
Скорость при остановке равна нулю, и  =  0. 
Таким образом, ь) =  ujq +  0 =  wo +  ■

и)® 407Г -3
ТОГД& Cqct =  4 Гост “ 120 c.

£  7Г

П рим ер 5. Маховое колесо вращается равномерно со скоро­
стью 120 об/мин (рис. 11.10). Радиус колеса 0,3 м. Определить ско­
рость и полное ускорение точек на ободе колеса, а также скорость 
точки, находящейся на расстоянии 0,15 м от центра.

Решение

12,56 рад/с.

1. Угловая скорость
7гп 3,14 ■ 120 ,

30 ~  30
2. Линейная скорость на ободе колеса
v =  шг; va  =  ш га\ va  — 12,56 • 0,3 =  3,77 м/с.
3. Скорость в точке С  (рис. 11.10)
vc  =  шгс\ vq  — 12,56 ■ 0,15 =  1,88 м/с. 
4. Угловое ускорение е =  иУ =  0. Рис. 11.10
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Касательное ускорение точки A  atA =  0; нормальное ускорение 
точки А  апА — ш2г а ', апА — (12,56)2 • 0,3 - 47,3м/с2.

5. Полное ускорение точек на ободе колеса

аА =  у  +  а2л ; аА =  апА =  47,3 м/с2.

Контрольные вопросы и задания
1. Какими кинематическими параметрами характеризуется по­

ступательное движение и почему?
2. Запишите уравнение равномерного поступательного движе­

ния твердого тела.
3. Запишите уравнение равнопеременного поступательного дви­

жения твердого тела.
4. Запишите уравнения равномерного и равнопеременного вра­

щательного движений твердого тела.
5. Задано уравнение движения тела S  =  f ( t ) .  Как определяют 

скорость и ускорение?
6. Для заданного закона (уравнения) движения tp — 6,28 +  121+ 

+3 t2 выберите соответствующий кинематический график движения 
(рис. 11.11). 7

Рис. 11.11

7. Для движения, закон которого задан в вопросе 6, определите 
угловое ускорение в момент t — 5 с.
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Тема 1.10. Сложное движение точки. 
Сложное движение твердого тела

Иметь представление о системах координат, об абсолютном, 
относительном и переносном движениях.

Знать разложение сложного движения на относительное и 
переносное, теорему сложения скоростей.

Знать разложение плоскопараллельного движения на посту­
пательное и вращательное, способы определения мгновенного цен­
тра скоростей.

Основные определения
Сложным движением считают движение, которое можно разло­

жить на несколько простых. Простыми движениями считают посту­
пательное и вращательное.

Для рассмотрения сложного движения точки выбирают две си­
стемы отсчета: подвижную и неподвижную.

Движение точки (тела) относительно неподвижной системы от­
счета называют сложным, или абсолютным.

Подвижную систему отсчета обычно связывают с движущимся 
телом. Движение подвижной системы отсчета относительно непо­
движной называют переносным.

Движение материальной точки (тела) по отношению к подвиж­
ной системе называют относительным.

Примером может служить движение человека по эскалатору ме­
тро. Движение эскалатора —  переносное движение, движение чело­
века вниз или вверх по эскалатору —  относительное, а движение по 
отношению к неподвижным стенам станции —  сложное (абсолют­
ное) движение.

При решении задач используют теорему о сложении скоростей:
При сложном движении точки абсолютная скорость в ка­

ждый момент времени равна геометрической сумме переносной 
(ve) и относительной (vr) скоростей:

v = \Jv\ +  vl- + 2vevT cos a, 

a —  угол между векторами ve и vr.
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Плоскопараллельное движение твердого тела
Плоскопараллелъным, или плоским, называется такое движение 

твердого тела, при котором все точки тела перемещаются парал­
лельно некоторой неподвижной в рассматриваемой системе отсчета 
плоскости.

Плоскопараллельное движение мож­
но изучать, рассматривая любое плос­
кое сечение тела, параллельное непо­
движной плоскости, называемой основной 
(рис. 12.1).

Все точки тела, расположенные на пря­
мой, перпендикулярной к основной плос­
кости, движутся одинаково.

Плоскопараллельное движение изуча­
ется двумя методами: методом разложе­
ния сложного движения на поступатель­
ное и вращательное и методом мгновен­
ных центров скоростей.

Метод разложения сложного движения на поступа­
тельное и вращательное

Плоскопараллельное движение раскладывают на два движения: 
поступательное вместе с некоторым полюсом и вращательное от­
носительно этого полюса.

Разложение используют для определения скорости любой точки 
тела, применяя теорему о сложении скоростей (рис. 12.2).

Рис. 12.1

Точка А  движется вместе с точкой В, а затем поворачивается
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вокруг В  с угловой скоростью из, тогда абсолютная скорость точк 
А  будет равна

VA =  VB +  VAB, V A B = u r  (Г — А В ).

Примером плоскопараллельного движения может быть движе­
ние колеса на прямолинейном участке дороги (рис. 12.3).

Скорость точки М

VM  =  Ve +  v r ,

v e —  скорость центра колеса переносная 
v r —  скорость вокруг центра относи­
тельная.
уО х  —  неподвижная система координат 
у\0\Х\ —  подвижная система коорди­
нат, связанная с осью колеса.

М е т о д  определения  м гн овен н о го  цент ра  скорост ей
Скорость любой точки тела можно определять с помощью 

мгновенного центра скоростей. При этом сложное движение пред­
ставляют в виде цепи вращений вокруг разных центров.

Задача сводится к определению положения мгновенного центра 
вращений (скоростей) (рис. 12.4).

Мгновенным центром скоростей 
(М Ц С ) является точка на плоскости, 
абсолютная скорость которой в дан­
ный момент равна нулю.

Вокруг этой точки тело совершает 
поворот со скоростью и>.

Скорость точки А  в данный мо­
мент равна

ид =  изОА,
т. к. va  —  линейная скорость точки А, 
вращающейся вокруг МЦС.

Существуют три способа определения положения мгновенного 
центра скоростей.

Первый способ. Известна скорость одной точки тела va  и угло­
вая скорость вращения тела из (рис. 12.5).

Точку О  находим на перпендикуляре к вектору скорости v a ■
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А О  = VA
ш

Соединяем точку О  с точкой В, замеряем расстояние ОБ. 
VQ-i-OB , v b  — и>ОВ.

Второй способ. Известны скорости двух точек тела «д  и v b , и 
они не параллельны (рис. 12.6).

Проводим из точек Л  и В  два перпендикуляра к известным век­
торам скоростей.

На пересечении перпендикуляров находим М ЦС. Далее можно
п  vc  О С

наити скорость любой точки С. —  — —— .
vB О В

Третий способ. Известны скорости двух точек тела, и они па­
раллельны (г>л||^в) (рис. 12.7).

Соединяем концы векторов, М Ц С находится на пересечении ли­
нии, соединяющей концы векторов с линией А В  (рис. 12.7). При по­
ступательном движении тела (рис. 12.7в) М Ц С  отсутствует.



90 Лекция 12

П р и м е р ы  р е ш е н и я  з а д а ч

П р и м е р  1. Рассм отрим  м еханизм , в котором  стерж ень О А в р а ­
щ ается вокруг точки  О со скоростью  ш. В д о л ь  стерж ня перем ещ а -  

ется п олзун  М  со скоростью  vm  (рис. 12.8 ). О п ред ели ть  абсолю тную

Решение
1. О тн оси тельн ое движ ение -  

вдоль стерж ня; скорость vr =  v m -
2. П ереносное движ ение —  вращ е -  

ние стерж ня; скорость
ve =  шОМ.
3. С корость  абсолю тного  движ ения  

V =  \Jv\ +  v\.
П р и м е р  2. С терж ен ь  А В соскаль ­

зы вает вниз, опираясь концами о стену 

и п ол  (рис. 12.9).
Д л и н а  стерж ня 1,5 м; в момент, 

изображ енны й н а  чертеж е, скорость  

точки  В vb =  3 м/с. Н ай ти  скорость  

точки А.
Решение

1. Н айдем  полож ение М Ц С .
С корости  точек А и В направлены  

вдоль стены  и вдоль пола. В осст ан а ­
вливая перпендикуляры  к векторам  

скоростей, находим  М Ц С .
2. П о  известной скорости vb определяем  угловую  скорость ш 

стерж ня:

скорость точки М.

ш =  ОВ =  АВ  sin 30° =  0,75 м;
о в

3. С корост ь  точки А:

3

0,75
=  4 р ад / с .

va = шОА] О А = ЛВсовЗО0 «  1,3 м; 

va = 4 • 1,3 и 5,2 м/с.
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Контрольные вопросы и задания
1. К акое  движ ение назы ваю т сложным?
2. К ак и е  движ ения твердого т ел а  назы ваю т просты м и?
3. К ак и е  системы координат вы бираю т при  определении скоро­

стей тверды х т ел  при  слож ном  движении?
4. К акое  движ ение считаю т переносным, а  какое —  относитель­

ным?
5. С ф орм ули руй те  теорем у слож ения скоростей.
6. К ак ое  движ ение назы ваю т плоским?
7. К ак и е  способы прим еняю т д л я  определения скоростей точек  

т ел а  при п лоскоп араллельн ом  движении?
8. Ч т о  такое мгновенны й центр скоростей, как его определяю т  

и д л я  чего использую т?
9. О тв етьте  н а  вопросы  тестового задания.

Темы 1.10, 1.11. Кинематика.
Сложное движение точки.

Сложное движение твердого тела

В о п р о с ы

1. Пассажир поезда, движущегося со скоростью 
72 км/ч, видит встречный поезд длиной 420 м в 
течение 12 с. Определить скорость встречного 
поезда.

О т в е т ы К о д
15км/ч 1

20,5 км/ч 2

35 км/ч 3

54 км/ч 4
1,2 м/с 1

2 м/с 2

2,5 м/с 3

4,25 м/с 4

2. Тележка движется по стреле башенного 
крана со скоростью 2 м/с. При этом стрела 
крана поворачивается со скоростью 0,25рад/с. 
Определить скорость тележки по отношению 
к Земле.

6 м___
Л .
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Продолжение

В о п р о с ы О т в е т ы К о д

3. Колесо без скольжения катится по земле. 
Скорость вращения колеса 30,8рад/с. Радиус 
колеса 650 мм. Определить скорость переме­
щения центра колеса относительно Земли.

5 м/с

10 м/с

15 м/с

20 м/с

4. Точки А, В и С принадлежат движущемуся 
плоскопараллельно телу. Определить скорость 
точки С , если известны скорости точек А и В. 
va =  75м/с; vb =  50м/с; АС  =  ВС.

45 м/с

50 м/с

62,5 м/с

75м/с

5. Кривошип О А вращается вокруг оси О со 
скоростью 10рад/с. Ползун А перемещается 

вдоль кривошипа и перемещает стержень АВ. 
Определить скорость точки В, если О А =  0,2 м.

2 м/с

2,3 м/с

1 м/с

О.

СО
8,6 м/с 4

£ 7  ^ =!
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Л Е К Ц И Я  13

Тема 1.12. Основные понятия и аксиомы 
динамики. Понятие о трении

Иметь представление о массе тела и ускорении свободного па­
дения, о связи между силовыми и кинематическими параметрами 
движения, о двух основных задачах динамики.

Знать аксиомы динамики и математическое выражение 
основного закона динамики.

Знать зависимости для определения силы трения.

Содержание и задачи динамики
Динамика —  разд ел  теоретической м еханики, в котором уст а ­

навливается связь м еж ду движ ением  т ел  и действую щ им и н а  них  
силами.

В  динамике реш аю т д в а  ти п а задач:
—  определяю т парам етры  движ ения по заданны м  силам ;
—  определяю т силы , действую щ ие н а  тело , по заданны м кине­

матическим п арам етрам  движ ения.
П ри  поступательном  движ ении все точки  т е л а  движ утся одина­

ково, поэтому тело  м ож но принять за  м атери альн ую  точку.
Е сли  разм еры  т ел а  м алы  по сравнению  с траекторией , его то­

же можно рассм атри вать  как м атери альн ую  точку, при  этом точка  

совпадает с центром  тяж ести тела.
П р и  вращ ательном  движ ении т е л а  точки  м огут двигаться не­

одинаково, в этом случ ае  некоторые полож ения динамики мож но  

применять только  к отдельны м  точкам , а  м атериальны й  объект рас ­
см атривать как  совокупность м атери альн ы х точек.

П оэтом у динам ику д елят  на динам ику точки и динам ику м ате­
риальной  системы.

Аксиомы динамики
Законы динам ики обобщ аю т результаты  м ногочисленны х опы­

тов и наблю дений. Законы  динам ики, которы е принято рассм атри ­
вать как  аксиомы, бы ли  сф орм улированы  Нью тоном , но первы й и 
четверты й законы бы ли  известны Гали лею . М ехан и ку , основанную  
на этих законах, назы ваю т классической механикой.
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Первая аксиома (принцип инерции)
Всякая изолированная материальная точка находится в со­

стоянии покоя или равномерного и прямолинейного движения, пок 
приложенные силы не выведут ее из этого состояния.

Э т о  состояние назы ваю т состоянием инерции. Вы вести  точк  

из этого состояния, т . е. сообщ ить ей некоторое ускорение, может 

внешняя сила.
Всякое тело  (т оч к а ) облад ает  инертностью. М ерой  инертность  

является м асса тела.
Массой назы ваю т количество вещества в объеме тела, в клас ­

сической механике ее считаю т величиной постоянной. Е ди н и ц а из­
мерения массы —  килограм м  (к г ).

Вторая аксиома (второй  закон Н ью тон а —  основной закон 
динамики)

Зависимость меж ду силой, действую щ ей н а  м атериальную  т о ч ­
ку, и сообщ аемы м ею  ускорением следую щ ая:

где m  —  м асса точки, кг; а —  ускорение точки, м/с2.
Ускорение, сообщенное материальной точке силой, пропорци­

онально величине силы и совпадает с направлением силы.
Основной закон динамики в диф ф еренциальной форме:

Н а  все т е л а  н а  Земле действует си ла  тяж ести, она сообщ ает  
т елу  ускорение свободного падения, направленное к центру Зем ли:

Третья аксиома (трети й  закон Н ью тон а )
Силы взаимодействуя двух тел равны по величине и направле­

ны по одной прямой в разные стороны (рис. 13.1):

F  =  та,

т .к . а =  —туг
d?S dv 
dt2 dt

G  =  mg,

где g =  9,81 м/с2, ускорение свободного падения.

F\ =  F2; F\ =  m id i ;  F2 =  771202.
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П ри  взаимодействии ускорения  

обратно пропорциональны  м ас­
сам.

F, «1

Рис. 13.1

Четвертая аксиома (закон  независимости действия си л ) 
К аж д ая  си ла  системы си л  действует так , как  он а действовала  

бы одна.
Ускорение, сообщ аемое точке системой сил, равно геом етриче­

ской сумме ускорений, сообщ енны х точке каж дой силой в отдельно­
сти (рис. 13.2):

Трение —  сопротивление, возникаю щ ее при движ ении одного  

ш ероховатого т е л а  по поверхности другого. П р и  скольж ении  т ел  воз­
никает трение скольж ения, п ри  качении —  трение качения. П ри род а  

сопротивлений движ ению  в разн ы х случ аях  разли чн а.

Трение скольжения
П р и ч и н а  —  механическое зацепление выступов. С и л а  сопроти­

вления движ ению  при скольж ении  назы вается силой трения сколь­
жения (рис. 13.3а).

Законы  трения скольж ения:
1. С и л а  трения скольж ения прям о пропорциональна силе нор­

м ального  давления:

где R  —  си л а  норм ального давления, н ап равлен а перпендикулярно  
опорной поверхности;

/  —  коэффициент трения скольж ения.

Рис. 13.2 б)

Понятие о трении. Виды трения

F-jp — Ff — fR ,



96 Лекция 13

4 ' R

'тр F& v

/  /  /  /  

а >  V

/ / 

,G

1 1 1 1

Рис. 13.3

В случае движения тела по наклонной плоскости (рис. 13.36)

R  — G  cos а,

где а  —  угол наклона плоскости к горизонту.
Сила трения всегда направлена в сторону, обратную напра­

влению движения.
2. Сила трения меняется от нуля до некоторого максимального 

значения, называемого силой трения покоя (статическое трение):

О <  F f  <  Ff0,

F f0 —  статическая сила трения (сила трения покоя).
3. Сила трения при движении меньше силы трения покоя. Сил 

трения при движении называется динамической силой трения (F f )

F f  <  F fo-

Поскольку сила нормального давления, зависящая от веса и на­
правления опорной поверхности, не меняется, то различают стати­
ческий и динамический коэффициенты трения:

F f  =  fR \  F fo ~  fo R -

Коэффициент трения скольжения зависит от следующих фак­
торов:

—  от материала: материалы делятся на фрикционные (с боль­
шим коэффициентом трения) и антифрикционные (с малым коэффи­
циентом трения), например / =  0,1-̂ 0,15 (при скольжении стали но 
стали всухую), f  — 0,2-г0,3 (при скольжении стали по текстолиту)
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—  от наличия смазки, например / — 0,04-1-0,05 (при скольжении 
стали по стали со смазкой);

—  от скорости взаимного перемещения.

Трение качения
Сопротивление при качении связано с взаимной деформацией 

грунта и колеса и значительно меньше трения скольжения.
Обычно считают грунт мягче колеса, тогда в основном дефор­

мируется грунт, и в каждый момент колесо должно перекатываться 
через выступ грунта. Для равномерного качения колеса необходимо 
прикладывать силу F m  (рис. 13.4).

Условие качения колеса состоит в 
том, что движущийся момент должен 
быть не меньше момента сопротивле­
ния:

FnBr >  N k ]

N  — G\ Fm  >  k— , 
r

где k —  максимальное значение пле­
ча (половина колеи) принимается за 
коэффициент трения качения, размер­
ность —  сантиметры.

Ориентировочные значения к (опре­
деляются экспериментально): сталь по стали —  fc =  0,005 см; рези­
новая шина по шоссе —  к =  0,24 см.

Примеры решения задач

Пример 1. Свободная материальная точка, масса которой 5 кг, 
движется согласно уравнению S =  0,48<2 +  0,21 . Определить величи­
ну движущей силы.

Решение
1. Ускорение точки: а =  v ' =  S "; v =  S ' =  0,96i +  0,2; 

a =  v ' =  0,96 м/с2.
2. Действующая сила согласно основному закону динамики 

F  =  та\ F  =  5 • 0,96 =  4,8 Н.

Пример 2. К двум материальным точкам массой m i = 2 кг и

4 -8060
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п%2 =  5 кг приложены одинаковые силы. Сравнить величины уско­
рений.

Реш ени е

Согласно третьей аксиоме динамики ускорения обратно пропор -  
циональны массам:

ai _  m 2 
02 mi

-  = 2,5; ai ‘ 2,5a2.

П рим ер 3. На материальную точку действует система сил 
(рис. 13.5). Определить числовое значение ускорения, полученного 
материальной точкой т  — 7 кг. Остальные данные представлены на 
чертеже.

Реш ени е

F, = 10H

F 2=15H
■» -  - --------

+ F} =20 Н 
а) Рис. 13.5

■»
а2

X

фа3

б)

1-й вариант.
1. Определяем суммарную силу, действующую на точку:

П

5 3  Fkx -  15 +  10 • cos 30° =  15 +  10 ■ 0,866 =  23,66 Н;
0 п

5 3  Рку =  Ю • cos 60° -  20 =  -1 5  Н; 
о

Fs  =  \/23,662 +  152 =  28 Н.

2. Определяем ускорение, сообщенное точке:

as =  —  =  4 м/с .
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2-й вариант.
Определяем ускорения от каждой из сил системы (рис. 13.56): 

ai =  =  1,43 м/с2; а,2 =  ^  =  2,14 м/с2; аз =  =  2,86 м/с2.

2. Определяем суммарное ускорение:

Ох =  1,43 • 0,866 +  2,14 =  3,38 м/с2; 
о

£  о* =  1,43 • 0,5 +  (-2 ,8 6 ) =  -2 ,14  м/с2; 
о

аЕ =  -у/3,382 +  2,142 =  4 м/с2.

Контрольные вопросы и задания
1. Что называют массой тела? Назовите единицу измерения мас­

сы в системе СИ.
2. Что является мерой инертности тела?
3. Запишите основной закон динамики в векторной и дифферен­

циальной форме.
4. Н а материальную точку действует постоянная сила. Как дви­

жется точка?
5. Какое ускорение получит точка, если на нее действует сила, 

равная удвоенной силе тяжести?
6. После столкновения двух материальных точек с массами 

mi =  6 кг и т г  =  24 кг первая точка получила ускорение 1,6 м/с2. 
Чему равно ускорение, полученное второй точкой?

7. В  чем заключается принцип независимости действия сил?
8. Перечислите законы трения скольжения.
9. Перечислите факторы, влияющие на величину коэффициента 

трения скольжения.
10. Тело движется по наклонной плоскости вверх (рис. 13.6). 

Масса тела 10 кг, коэффициент трения 0,2.
Определите возникающую силу трения.

Рис. 13.6
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Тема 1.13. Движение материальной точки. 
Метод кинетостатики

Иметь представление о свободных и несвободных материаль­
ных точках, о силах инерции, об использовании силы инерции для 
решения технических задач.

Знать формулы для расчета силы инерции при поступатель­
ном и вращательном движениях, знать принцип Даламбера 
уметь определять параметры движения с использованием законов 
динамики и метода кинетостатики.

Свободная и несвободная точки
Материальная точка, движение которой в пространстве не огра - 

ничено какими-нибудь связями, называется свободной. Задачи реша­
ются с помощью основного закона динамики.

Материальные точки, движение которых ограничено связями 
называются несвободными.

Для несвободных точек небоходимо определять реакции связей 
Эти точки движутся под действием активных сил и ограничиваю­
щих движение реакций связей (пассивных сил).

Несвободные материальные точки освобождаются от связей 
связи заменяются их реакциями. Далее несвободные точки можно 
рассматривать как свободные (принцип освобождаемости от связей)

Сила инерции
Инертность —  способность сохранять свое состояние неизмен­

ным, это внутреннее свойство всех материальных тел.
Сила инерции —  сила, возникающая при разгоне или торможе - 

нии тела (материальной точки) и направленная в обратную сторо­
ну от ускорения. Силу инерции можно измерить, она приложена к 
«связям» —  телам, связанным с разгоняющимся или тормозящимся 
телом.

Рассчитано, что сила инерции равна

Е„„ =  |ш а |.
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Таким образом, силы, действующие на материальные точки mi 
И m2 (рис. 14.1), при разгоне платформы соответственно равны

Hi ж ин2

5 7 7̂ 77 7~

Рис. 14.1

13/ ' х — 7“

F ЯН1 — гща;

F„„2 =  т 2а.

Разгоняющееся тело (плат­
форма с массой т  (рис. 14.1)) 
силу инерции не воспринимает, 
иначе разгон платформы вооб­
ще был бы невозможен.

При вращательном движении (криволинейном) возникающее 
ускорение принято представлять в виде двух составляющих: нор­
мального ап и касательного at (рис. 14.2).

Поэтому при рассмотрении кри­
волинейного движения могут воз­
никнуть две составляющие силы 
инерции: нормальная и касательная 
а = ctt "1 flnj

dv . t
at =  —  =  v ; at =  er\ F 'H =  mer\

2 2 v m v— __• pri — _____’ ин _ •r  r
При равномерном движении по дуге всегда возникает нормаль­

ное ускорение, касательное ускорение равно 
нулю, поэтому действует только нормальная 
составляющая силы инерции, направленная 
по радиусу из центра дуги (рис. 14.3). 

ш =  const;
v2

=  тап =  т —  =  тьР’г. 
г

а

Принцип кинетостатики (принцип Даламбера)
Принцип кинетостатики используют для упрощения решения 

ряда технических задач.
Реально силы инерции приложены к телам, связанным с разго­

няющимся телом (к связям).
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Даламбер предложил условно прикладывать силу инерции к ак­
тивно разгоняющемуся телу. Тогда система сил, приложенных к ма­
териальной точке, становится уравновешенной, и можно при реше­
нии задач динамики использовать уравнения статики.

Принцип Даламбера:
Материальная точка под действием активных сил, реакций, 

связей и условно приложенной силы инерции находится в равнове­
сии:

П П

У  Fk +  У  R b +  =  ° ;  ^ин =  -т а.
о о

Порядок решения задач с использованием принципа. 
Даламбера

1. Составить расчетную схему.
2. Выбрать систему координат.
3. Выяснить направление и величину ускорения.
4. Условно приложить силу инерции.
5. Составить систему уравнений равновесия.
6. Определить неизвестные величины.

Примеры решений задач

П ри м ер  1. Рассмотрим движение платформы по шероховатой 
поверхности с ускорением (рис. 14.4).

Решение

Активные силы: движущая сила, сила трения, сила тяжести. Р е ­
акция в опоре R .  Прикладываем силу инерции в обратную от ускоре­
ния сторону. По принципу Даламбера, система сил, действующих на 
платформу, становится уравновешенной, и можно составить уравне­
ния равновесия. Наносим систему координат и составляем уравнения 
проекций сил.

П

У  Fkx =  о =>■ F№ -  FHн -  F Tp =  0; 
о

У  Fky — 0 R  -  G  =  0;
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| Д и н  | — TTICL]

F -гр =  fR ,

где FaB —  движущая си-
Л£Ц
F Tp —  сила трения;
G  —  сила тяжести;
R  —  реакция опоры;
Fvm —  сила инерции;
/ —  коэффициент трения. 

П р и м ер  2. Тело весом 3500 Н движется вверх по наклонной 
плоскости согласно уравнению S  =  0,16i2 (рис. 14.5). Определить ве­
личину движущей силы, если коэффициент трения тела о плоскость 
/ =  0,15.

Решение
1. Составим расчетную схему, 

выберем систему координат с осью 
Ох  вдоль наклонной плоскости.

Активные силы: движущая, си­
ла трения, сила тяжести. Наносим 
реакцию в опоре перпендикулярно 
плоскости. Чтобы верно направить 
силу инерции, необходимо знать на­
правление ускорения, определить это 
можно по уравнению движения.

При а >  0 движение равноуско­
ренное.

2. Определяем ускорение движения:
а =  г/ =  S"; v =  S ' =  0,321\ а =  v ' =  0,32 м/с2 >  0.
Силу F „н направим в обратную от ускорения сторону.
3. По принципу Даламбера составим уравнения равновесия:

П
E F kx =  0 ;
о

Е  рку =  0;
о

Рдв ~ Gx — FTp — FnH — 0; Gx — G sin 30°. 

R  — Gy — 0; Gy — G cos 30°; R  =  Gy.
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4. Подставим все известные величины в уравнения равновесия 

FTp =  /Л ; FTp =  / G y =  f G  cos 30°;

Q
FHH =  та — — a;

9
Q

Fa в — G  sin 30° — /G  cos 3 0 °------ a =  0.
9

Выразим неизвестную силу и решим уравнение:

FnB =  3500 • 0,5 +  0,15 • 3500 • 0,866 +  • 0,32 =  2318,8 Н.
9,81

П ри м ер  3. График изменения скорости лифта при подъеме из­
вестен (рис. 14.6). Масса лифта с грузом 2800 кг. Определить натя -  
жение каната, на котором подвешен лифт на всех участках подъема

Решение
1. Рассмотрим участок 1 —  подъем с ускорением.
Составим схему сил (рис. 14.7).
Уравнение равновесия кабины лифта:

X  Fky — 0; Т\ — G  — F„Hl =  0; Т\ =  G  +  F„Hl =  тпд +  т а\, 
о

где Г  —  натяжение каната; G  —  сила тяжести; FHH —  сила инерции 
растягивающая канат.

Для определения ускорения на участке 1 учтем, что движение 
на этом участке равнопеременное, скорость v =  vq +  at; до =  0. 
Следовательно, ускорение:
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Определяем усилие натяжения каната при подъеме с ускорением 

у 2800(9,81 +  1,25) -  30 968 Н; Тх =  30,97 кН.

2. Рассмотрим участок 2 —  равномерный 
подъем.

Ускорение и сила инерции равны нулю. На­
тяжение каната равно силе тяжести.

Т2 — G  =  0; Т2 — G  — mg-,

Т2 =  2800 • 9,81 и  28 кН.

3. Участок 3 —  подъем с замедлением. 
Ускорение направлено в сторону, обрат­

ную направлению подъема. Составим схему сил 
(рис. 14.8).

Уравнение равновесия: FH„3 +  Т3 — (7 =  0. 
Отсюда Т3 =  (7 — F„„3 =  mg — та3. 

Ускорение (замедление) на этом участке определяется с учетом 
того, что v =  0.

> fFm

Рис. 14.7

п v 0 0 . 0
vo +  03(3 =  0; а3 =  ; а3 = - - м/с .

13 6

Натяжение каната при замедлении до оста­
новки:

Г3 =  2 800 ^9,81 -  0  =  25 144 Н; Т3 =  25,14 кН.

Таким образом, натяжение каната меняется 
при каждом подъеме и опускании, канат выхо- ▼
дит из строя в результате усталости материала. Рис. 14.8
Работоспособность зависит от времени.

П р и м ер  4. Самолет выполняет «мертвую петлю » при скоро­
сти 160 м/с2, радиус петли 1000 м, масса летчика 75 кг. Определить 
величину давления тела на кресло в верхней точке «мертвой петли».
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Решение
1. Схема сил, действующих на летчика (рис. 14.9):

где G  —  сила тяжести, R  —  реакция в 
опоре, F„nH —  сила инерции.

Сила давления летчика на кресла 
равна силе давления опоры на летчика 

2. Уравнение равновесия (движение 
равномерное по дуге, действует только 
нормальное ускорение): F„H — G  — R  =  0

р  ( 'Р
R  — F™H—G\ R  =  m ------mg =  m —

r \ r

R  =  75
1602

1000
-  9,81 «  1184 H.

Контрольные вопросы и задания
1. Объясните разницу между понятиями «инертность» и «сила  

инерции».
2. К  каким телам приложена сила инерции, как направлена и по 

какой формуле может быть рассчитана?
3. В чем заключается принцип кинетостатики?
4. Задано уравнение движения материальной точки S  =  8,6£2. 

Определите ускорение точки в конце десятой секунды движения.
5. Тело движется вниз по наклонной плоскости (рис. 14.10). На­

несите силы, действующие на тело; используйте принцип Даламбе- 
ра, запишите уравнение равновесия.

Рис. 14.10

6. Лифт спускается вниз с ускорением (рис. 14.11). Нанесите си­
лы, действующие на кабину лифта, используя принцип кинетоста­
тики, запишите уравнения равновесия.
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Рис. 14.11 Рис. 14.12

7. Автомобиль въезжает на арочный мост с постоянной скоро­
стью v (рис. 14.12). Нанесите силы, действующие на автомобиль в 
середине моста, используя принцип кинетостатики, запишите урав­
нения равновесия.

8. Ответьте на вопросы тестового задания.

Темы 1.12, 1.13. Динамика. 
Движение материальной точки. 

Метод кинетостатики

В о п р о с ы О т в е т ы К о д

1. Под действием постоянной силы материальная 
точка массой 5 кг приобрела скорость 12 м/с за 6 с. 
Определить силу, действующую на точку.

5 Н 1

10 Н 2

15 Н 3

20 Н 4

2. К двум материальным точкам приложены одина­

ковые силы. Массы точек тщ =  30 кг и т г  =  90кг. 
Сравнить величины полученных ускорений.

1 : 2 1

1 : 3 2

3 : 1 3

4 : 1 4
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Продолжение

В о п р о с ы О т в е т ы К о д

3. Г рафик изменения скорости лифта при опуска.- 
нии показан на рисунке. Определить натяжение 
каната, на котором подвешен лифт на первом 
участке движения. Масса нагруженного лифта 

300 кг.

V, м/с 
6

0 10 13 Л с 4 ^

600 н

2343 Н

2943 Н

3300 Н

4. Тело поднимается вверх согласно уравнению 
S =  l,36t2. Коэффициент трения о поверхность 
настила / =  0,15. Определить величину движу­
щей силы. Сила тяжести 784,8 Н.

30"

117,72 Н

217,6 Н

392,4 Н

711,9 Н

5. Мотоциклист въезжает на деревянный мост и 
прогибает его. Радиус кривизны моста 100 м.
Сила тяжести мотоцикла с мотоциклистом 1500 Н. 

Скорость мотоцикла 72 км/ч. Определить силу 
прижатия мотоцикла к поверхности моста.

611,6 Н

888,4 Н

1500 Н

2111,6 Н
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Л Е К Ц И Я  15

Тема 1.14. Работа и мощность
Иметь представление о работе силы при прямолинейном и 

криволинейном перемещениях, о мощности полезной и затрачен­
ной, о коэффициенте полезного действия.

Знать зависимости для определения силы трения, формулы 
для расчета работы и мощности при поступательном и враща­
тельном движениях.

Уметь рассчитывать работу и мощность с учетом потерь на 
трение и сил инерции.

Работа
Для характеристики действия силы на некотором перемещении 

точки ее приложения вводят понятие «работа силы».
Работа служит мерой действия силы, работа —  скалярная ве­

личина.

Работа постоянной силы на прямолинейном пути
Работа силы в общем случае 

численно равна произведению мо- р
дуля силы на длину пройденного 
пути и на косинус угла между на­
правлением силы и направлением 
перемещения (рис. 15.1):

W  =  F S  cosa.

Единицы измерения работы:
1 Дж (дж оуль)= 1 Н-м; 1 кДж (килоджоуль) =  103 Дж.

Рассмотрим частные случаи.
1. Силы, совпадающие с направлением перемещения, называ­

ются движущими силами. Направление вектора силы совпадает с 
направлением перемещения (рис. 15.2).

В  этом случае а =  0° (cos а  =  1). Тогда W  =  F S  >  0.
2. Силы, перпендикулярные направлению перемещения, работы 

не производят (рис. 15.3).
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V
— >

7 7 7 / / / 

«--------

/ / ~7~T

F 1

V -^9(X

I1/  /  / / / / / / /  
t S v

Рис. 15.2 Рис. 15.3

Сила F  перпендикулярна направлению перемещения, а  =  90°
(cos а — 0); W  =  0.

3. Силы, направленные в обратную от направления перемеще­
ния сторону, называются силами сопротивления (рис. 15.4).

Сила F  направлена в обратную 
— - — > от перемещения S  сторону.

В этом случае а =  180° (cos а  =  
=  —1), следовательно, W  =  —F S  <  0. 

Движущие силы увеличивают
7' 7 7' 7 7 7 7 

Рис. 15.4

7 7

модуль скорости, силы сопротивле­
ния уменьшают скорость.

Таким образом, работа может быть положительной и отрица­
тельной в зависимости от направления силы и скорости.

Р а б о т а  пост оянной  силы на криволинейном  п ут и
Пусть точка М  движется по дуге окружности и сила F  состаг 

вляет некоторый угол а с касате­
льной к окружности (рис. 15.5).

Вектор силы можно разло­
жить на две составляющие:

F  =  F t +  F n.

Используя принцип незави­
симости действия сил, определим 
работу каждой из составляющих

силы отдельно:

W (F t)  =  FtA S ; W (F n) =  FnA S ,
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где A S  =  M i М 2 —  пройденный путь.

A S  =  <рг.

Нормальная составляющая силы F n всегда направлена перпен­
дикулярно перемещению и, следовательно, работы не производит: 
W (F n) =  0.

При перемещении по дуге обе составляющие силы разворачива­
ются вместе с точкой М .  Таким образом, касательная составляющая 
силы всегда совпадает по направлению с перемещением.

Будем иметь: W (F t ) =  Ft<pr.
Касательную силу Ft обычно называют окружной силой.
Работа при криволинейном пути —  это работа окружной силы:

W {F )  =  W (F t).

Произведение окружной силы на радиус называют вращающим 
моментом:

М вр =  F tr.

Работа силы, приложенной к вращающемуся телу, равна произ­
ведению вращающего момента на угол поворота:

W (F ) =  М вр<р.

Работа силы тяжести

Работа силы тяжести зави­
сит только от изменения высоты

h

\ А / ,
и равна произведению модуля си­
лы тяжести на вертикальное пе­
ремещение точки (рис. 15.6):

Л.
h2

С?
c l  \

W {G )  =  G (h x -  h2) =  G A h , 
где A h  —  изменение высоты. Рис. 15.6

X

При опускании работа положительна, при подъеме отрицательна. 

Работа равнодействующей силы
Под действием системы сил точка массой тп перемещается из 

положения М\ в положение М 2 (рис. 15.7).
В  случае движения под действием системы сил пользуются те­

оремой о работе равнодействующей.
Работа равнодействующей на некотором перемещении равна
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алгебраической сумме работ системы сил на том же перемещени

F t. =  F\ +  F 2 +  F 3 +  • • • +  F n. 

Работа равнодействующей силы

П
W (F S)  =  £ V ( F fc). 

о

Примеры решения задач

П рим ер  1. Тело массой 200 кг поднимают по наклонной плос­
кости (рис. 15.8).

Определите работу при пе­
ремещении на 10 м с постоянной 
скоростью. Коэффициент трения 
тела о плоскость / =  0,15.

Решение
1. При равномерном подъеме 

движущая сила равна сумме сил 
сопротивления движению. Нано­
сим на схему силы, действующие 
на тело:

Рд в =  R  +  F Tp +  G ;

R  =  G y =  G  cos a; a  =  45°; FTp =  f R  =  f G  cos a;
П

Fkx — 0; FnB =  G x +  F Tp.
0

2. Используем теорему о работе равнодействующей:

W {F №) =  W (R )  +  W {F rp) +  W {G ); W {R )  =  0; W (G )  =  W {G X).

3. Подставляем входящие величины и определяем работу по 
подъему:

W (F aB) =  FrpA S  +  G XA S ; G  =  mg.
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W (F aB)  =  f G  cos а Д 5  +  G  sin a A S ; A S  =  10m , a =  45°;

Vf (F M ) =  mg A S  (/  cos a+sin  a ) ; W {F nB)  =  200-9,81-10(0,15-0,7+0,7);

W (F OT) =  15794 Дж.

П р и м ер  2. Определите работу силы тяжести при перемещении 
груза из точки А  в точку С  по наклонной плоскости (рис. 15.9). Сила 
тяжести тела 1500 Н. А В  =  6 м, В С  =  4м .

Решение
1. Работа силы тяжести за­

висит только от изменения вы­
соты груза. Изменение высоты 
при перемещении из точки А  в 
С:

Рис. 15.9 A h  =  h i — /12;

A h  =  А В  sin 30° — В С  sin 45°;

A h  =  6 - 0 , 5 -  4-0,7 =  0,2 м.

2. Работа силы тяжести:

W (G )  =  G A h  =  1500 • 0,2 =  300 Дж.

П р и м ер  3. Определите работу силы резания за 3 мин. Ско­
рость вращения детали 120 об/мин, диаметр 
обрабатываемой детали 40 мм, сила резания 
1 кН (рис. 15.10).

Решение
1. Работа при вращательном движении

W  =  Fpal<p,

где Fpe3 —  сила резания.
2. Угловая частота вращения 120 об/мин.
3. Число оборотов за заданное время составляет z =  120 • 3 =  

=  360 об.
Угол поворота за это время ip — 2itz. <р =  2 ■ 3,14 • 360 =  2261 рад.

Рис. 15.10

В
К >

\ с

V У

45Г \ >
ДА 
f >



114 Лекция 15

4. Работа за 3 мин W p =  1 • 0,02 • 2261 =  45,2 кДж.

Контрольные вопросы и задания
1. Какие силы называют движущими?
2. Какие силы называют силами сопротивления?
3. Запишите формулы для определения работы при поступа­

тельном и вращательном движениях.
4. Какую силу называют окружной? Что такое вращающий мо - 

мент?
5. Сформулируйте теорему о работе равнодействующей.
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Л ЕК Ц И Я  16

Тема 1.14. Работа и мощность.
Коэффициент полезного действия

Иметь представление о мощности при прямолинейном и кри­
волинейном перемещениях, о мощности полезной и затраченной, 
о коэффициенте полезного действия.

Знать зависимости для определения мощности при поступа­
тельном и вращательном движениях, КПД.

Уметь рассчитать мощность с учетом потерь на трение и 
сил инерции.

Мощность
Для характеристики работоспособности и быстроты соверше­

ния работы введено понятие мощности.
Мощность —  работа, выполненная в единицу времени:

Р  =
W  

t ‘

Единицы измерения мощности: ватты, киловатты,

1 —  =  1 Вт; 103Вт =  1кВт. 
с

М о щ н о с т ь  при п ост упат ельн ом  д ви ж ен и и  (рис. 16.1)
F

р  _  F S  cos а

Учитывая, что у  =  vcp, получим 

Р  =  F v cр cos а,

7 2

П 7 7 7 7 7 7 7 7  

Рис. 16.1

где F  —  модуль силы, действующей на тело; vcp —  средняя скорость 
движения тела.

Средняя мощность при поступательном движении равна про­
изведению модуля силы на среднюю скорость перемещения и на ко­
синус угла между направлениями силы и скорости.
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М о щ н о ст ь  при вращ ении  (рис. 16.2)

Ft.

f ,

Тело движется по дуге радиус 
г  из точки M i  в точку Мг-

М \М 2 =  <рг.

Работа силы: W  =  М врср
М вр =  Ftr, где М вр —  вращающи 
момент.

Рис. 16.2 t

Р  =  М вршср, где о;ср —  средняя угловая скорость.
Мощность силы при вращении равна произведению вращающе­

го момента на среднюю угловую скорость.
Если при выполнении работы усилие машины и скорость дви­

жения меняются, можно определить мощность в любой момент вре­
мени, зная значения усилия и скорости в данный момент.

Каждая машина и механизм, совершая работу, тратит часть 
энергии на преодоление вредных сопротивлений.

Таким образом, машина (механизм) кроме полезной работы со­
вершает еще и дополнительную работу.

Отношение полезной работы к полной работе или полезной мощ­
ности ко всей затраченной мощности называется коэффициентом по­
лезного действия (КПД ):

Полезная работа (мощность) расходуется на движение с задан­
ной скоростью и определяется по формулам:

Коэффициент полезного действия

Рт/ тт тт пол77 =  КПД  =  - —затозатр
пол

W  — F S  cos а, Р  — F v  cos а;

W  =  М вр<р, Р  -  М ври>.
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Затраченная мощность больше полезной на величину мощности, 
идущей на преодоление трения в звеньях машины, на утечки и тому 
подобные потери.

Чем выше КПД, тем совершеннее машина.

Примеры решения задач

П р и м ер  1. Определить потребную мощность мотора лебедки 
для подъема груза весом 3 кН на высоту 10 м за 2,5 с (рис. 16.3). 
КПД  механизма лебедки 0,75.

Решение

1. Мощность мотора используется на подъем 
груза с заданной скоростью и преодоление вредных 
сопротивлений механизма лебедки.

Полезная мощность определяется по формуле 
Р  =  F vco sa . В  данном случае а  =  0; груз движется 
поступательно.

„ _  S  10 „ .
2. Скорость подъема груза v — —; v — —— =4м /с.

t 2,5
3. Необходимое усилие равно весу груза (равно­

мерный подъем).
4. Полезная мощность Р  =  3000 • 4 =  12 000 Вт.
5. Полная мощность, затрачиваемая мотором, 

Р  12
Р мотора =  • Рм отооа  =  ТТТ ~  16кВт.

V
мотора

0,75

П ри м ер  2. Судно движется со скоростью 56 км/ч (рис. 16.4). 
Двигатель развивает мощность 1200 кВт. ^
Определить силу сопротивления воды 
движению судна. К П Д  машины 0,4. _ ~7_

~ 7 \ дв « I

Решение

1. Определяем полезную мощность, 
используемую на движение с заданной 
скоростью:

Р  =  F aBvcosa .

-Спир
Рис. 16.4
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Л - Р  =  ^мотораЛ; Р  =  1200 • 0,4 =  480 кВт.
А мотора

2. По формуле для полезной мощности можно определить движу­
щую силу судна с учетом условия а  =  0. При равномерном движении 
движущая сила равна силе сопротивления воды: FaB =  1

„ г  36-1000 .5. Скорость движения судна v =  — ognn— =  10 м/с.

сопр*

4. Сила сопротивления воды

Р:опр — ! Рс

3600 

480000сопр =  48 000 Н.
v - -  10

Сила сопротивления воды движению судна Fconp =  48 кН.

П ри м ер  3. Точильный камень прижимается к обрабатываемой 
детали с силой 1,5 кН (рис. 16.5). Какая 
мощность затрачивается на обработку де­
тали, если коэффициент трения материа­
ла камня о деталь 0,28; деталь вращается 
со скоростью 100 об/мин, диаметр детали 
60 мм.

Решение
Г 7 7 7 7  
Рис. 16.5 1. Резание осуществляется за счет 

трения между точильным камнем и обра­
батываемой деталью:

Ррез =  FTp =  f Q ;  F Tр =  0,28 • 1,5 = 0,42 кН.

2. Момент силы резания М  =  F T p М  =  420 • 0,03 =  12,6 Н-м.

3. Угловая скорость вращения детали

3,14-100 1Л/1_
=  10,47 рад/с.U! =

30

4. Мощность, необходимая для обработки детали: 

Р  = M w; Р  =  12,6 • 10,47 =  132 Вт.

Контрольные вопросы и задания
1. Запишите формулы для расчета работы при поступательном 

и вращательном движениях.
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2. Вагон массой 1000 кг перемещают по горизонтальному пути 
на 5 м, коэффициент трения 0,15. Определите работу силы тяжести.

3. Колодочным тормозом останавливают барабан после от­
ключения двигателя (рис. 16.6). Определите работу торможения за 
3 оборота, если сила прижатия колодок к барабану 1 кН, коэффици­
ент трения 0,3.

4. Натяжение ветвей ременной передачи Si =  700 Н, S2 =  300 Н  
(рис. 16.7). Определите вращающий момент передачи.

со

Рис. 16.6

5. Запишите формулы для расчета мощности при поступатель­
ном и вращательном движениях.

6. Определите мощность, необходимую для подъема груза весом 
0,5 кН на высоту 10 м за 1 мин.

7. Определите общий КПД механизма, если при мощности дви­
гателя 12,5 кВт и общей силе сопротивления движению 2 кН ско­
рость движения 5 м/с.

8. Ответьте на вопросы тестового задания.

Тема 1.14. Динамика.
Работа и мощность

В о п р о с ы О т в е т ы К о д
1. Вагон массой 680 кг катится равномерно по 
горизонтальному пути и проходит 15 м. Чему 
равна работа силы тяжести?

10200 Дж 1

100062 Дж 2

0 3

125000 Дж 4
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Продолжение
В о п р о с ы О т в е т ы К о д

2. Мощность токарного станка 1,5 кВт. Обточка 
детали производится за 3 мин. КПД станка 0,8. 
Определить работу, совершаемую при обточке.

270 кДж 1

216 кДж 2

4500 Дж 3

3600 Дж 4
3. Определить потребную мощность станка для 
обработки детали диаметром 300 мм при угловой 
частоте вращения 120 об/мин и силе резания 
1 кН. КПД станка 0,85.

1,884 кВт 1

2,216 кВт 2

4,5 кВт 3

18 кВт 4
4. Определить вращающий момент на валу элек­
тродвигателя при мощности 8 кВт и угловой 
скорости 100рад/с. КПД двигателя 0,8.

80 Н м 1

64 Н-м 2

46 Н-м 3

Верный ответ 
не приведен

4

5. Определить потребную мощность мотора 
лебедки для подъема груза 3,6 кН на высоту 
120 м за 1 мин.

2,59 кВт 1

43,2 кВт 2

7,2 кВт 3

27,3 кВт 4
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ЛЕК Ц И Я  17

Тема 1.15. Общие теоремы динамики
Иметь представление о понятиях « импульс силы», « количе­

ство движения» ,  «кинетическая энергия»-, о системе материаль­
ных точек, о внутренних и внешних силах системы.

Знать основные теоремы динамики, основные уравнения дина­
мики при поступательном и вращательном движениях твердого 
тела, формулы для расчета моментов инерции некоторых одно­
родных твердых тел.

Уметь определять параметры движения с помощью теорем 
динамики.

Теорема об изменении количества движения
Количеством движения материальной точки называется век­

торная величина, равная произведению массы точки на ее скорость 
m v.

Вектор количества движения совпадает по направлению с век­
тором скорости. Единица измерения [mu] =  кг-м/с.

Произведение постоянного вектора силы на некоторый проме­
жуток времени, в течение которого действует эта сила, называется 
импульсом силы F t.

Вектор импульса силы по направлению совпадает с вектором

силы. [Ft] =  Н • с =
кг • м

кг м/с.

Использовав основное уравнение динамики, после преобразова­
ния можно получить соотношение между количеством движения и 
импульсом силы (рис. 17.1).

_  dv ,
F  =  та; а =  =  v  .

dt

_  dv 
F  =  m — . 

dt
F  dt =  mdv.

Проинтегрируем обе части ра­
венства: Рис. 17.1
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t vJ F  dt =  J m dv, F t  =  m (v  — vo).

О ад

Полученное соотношение выражает теорему об изменении коли­
чества движения точки:

Изменение количества движения точки за некоторый проме­
жуток времени равно импульсу силы, действующему на точку в 
течение того же промежутка времени.

Теорема об изменении кинетической энергии
Энергией называется способность тела совершать механиче­

скую работу.
Существуют две формы механической энергии: потенциальная? 

энергия, или энергия положения, и кинетическая энергия, или энер­
гия движения.

Потенциальная энергия (П ) определяет способность тела совер­
шать работу при опускании с некоторой высоты до уровня моря, 
Потенциальная энергия численно равна работе силы тяжести.

П =  Gh, где h —  высота точки над уровнем моря.
Кинетическая энергия (К ) определяется способностью движу­

щегося тела совершать работу. Для материальной точки кинетиче­
ская энергия рассчитывается по формуле

К  =
m v2

~ 2 ~ '
Кинетическая энергия —  величина скалярная, положительная.

9  2
771!/ К Г - М

Единицы измерения: [П] =  [G/i] =Н-м; [К] =  Г———1 =  — х— =  Н-м.
2 сг

Энергия имеет размерность работы.

Запишем для материальной точки (рис. 17.2) 
основное уравнение движения

F  =  та.

Спроектируем обе части векторного равен­
ства на направление скорости:

F  cos а =  та cos а.
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Известно, что a cos а  — at =  ^j-.
СIt

Откуда F  cos а  =  т — .
at

Умножив обе части полученного выражения на некоторое пере- 
ещение dS, получим:

dv dv
F  cos a dS =  m —  dS: m — dS =  m vdv. 

dt dt

Интегрируем обе части равенства

г vJ F  cos a dS  — т  j v dv.

VO

_  m v2 mv^
~  ~ 2  2 ~

Полученное равенство выражает теорему об изменении кинети­
ческой энергии точки:

Изменение кинетической энергии на некотором пути равно ра­
боте всех действующих па точку сил на том же пути.

Основы динамики системы материальных точек
Совокупность материальных точек, связанных между собой 

силами взаимодействия, называется механической системой.
Любое материальное тело в механике рассматривается как меха­

ническая система, образуемая совокупностью материальных точек.
Из определения механической системы следует, что движение 

каждой из точек, входящих в систему, зависит от движения осталь­
ных точек.

Силы, действующие на точки системы, делятся на внешние и 
внутренние. Силы взаимодействия между точками этой системы 
называют внутренними. К  внешним силам относятся силы, действу­
ющие со стороны точек, не входящих в эту систему.

Примерами внешних сил являются сила тяжести, сила давле­
ния, сила трения и др.

К внутренним силам относятся силы упругости.
Движение механической системы зависит не только от внешних

П
сил, но и от суммарной массы системы т  — Д тк, где Д т*, —

о
масса отдельных точек механической системы.
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Движение системы зависит и от положения центра масс ей 
стемы —  условной точки, в которой сосредоточена вся масса теля 
Обычно считают, что в центре масс приложены все внешние силщ

Движение центра масс определяет движение всей системы тол!» 
ко при поступательном движении, при котором все точки тела двя 
жутся одинаково.

Основное уравнение динамики при поступательном 
движении тела

Для определения движения тела (системы материальных точек 
можно использовать второй закон динамики

=  тас,

где т —  суммарная масса тела; ас—  ускорение центра масс тела.
В  поле земного притяжения центр масс совпадает с центров 

тяжести.
Основное уравнение динамики вращающегося тела
Пусть твердое тело под действием внешних сил вращается во­

круг оси O z  с угловой скоростью ш (рис. 17.3).
Рассматривая твердое тело как механическую систему, разо­

бьем ее на множество материальных точек с массами Дт*,. Каждая 
точка движется по окружности радиуса гк с касательным ускорени­
ем а\. =  erfc и нормальным ускорением а£ =  a/V*,, где е —  угловое 
ускорение.

Используем для каждой точки принцип Даламбера и приложим 
силы инерции:

—  касательную A F „Hk =  — Дн^а^.;
—  нормальную AF£Hk =  -Д п ц а ^ .
Система сил, действующих на точку, по принципу Даламбера, 

находится в равновесии.
Поэтому алгебраическая сумма моментов относительно оси вра-

П

щения должна быть равна нулю: Mz — У) AF^.rk =  0, где Mz —
о

момент внешних сил.
Моменты нормальных сил инерции F£  равны нулю, т. к. силы 

пересекают ось z. Силы, направленные по касательной к окружно­
сти, равны

AF*Hk =  Аткйк = Аткегк,
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где е —  общая величина, угловое ускорение тела.
Подставив значение силы в формулу для определения моментов, 

получим

M z = e ^ A m fcrf.

Величина Y h ^ rnkTk называ- 
о

ется моментом инерции тела от­
носительно оси вращения и обо­
значается J z.

Jz  =

В результате получим выра­
жение основного уравнения дина­
мики вращающего тела:

М г =  J ze,

где M z —  сумма моментов внеш­
них сил относительно оси; е —  угловое ускорение тела.

Момент инерции тела в этом выражении определяет меру 
инертности тела при вращении.

По выражению для момента инерции можно определить, что 
единица измерения этой величины в системе СИ [J z\ =  [m r2] =  кг-м2.

Видно, что значение момента инерции зависит от распределения 
массы относительно оси вращения: при одинаковой массе момент 
инерции больше, если основная часть массы расположена дальше от 
оси вращения. Для увеличения момента инерции используют колеса 
со спицами и отверстиями.

Моменты инерции некоторых тел

Момент инерции сплошного цилин-
ОТПТ*

дра (рис. 17.4) J z =  —— .

Момент инерции полого тонкостен­
ного цилиндра (рис. 17.5) J z — m r2.

Момент инерции прямого тонкого 
стержня любого поперечного сечения

Z

Рис. 17.4

2

г
Рис. 17.5
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m l2 . .
J z = ------ (относительно zz, рис. 17.6a);

m l2 ,
.7.,

2

1
с------------------------- >

2
2i

а ) б )

Рис. 17.6

Момент инерции шара (рис. 17.7) *7Z =  -m r 2.
5

Примеры решения задач

П ри м ер  1. Автомобиль двигался со скоростью 54 км/ч. В ре­
зультате резкого торможения автомобиль остановился. Определите 
время торможения, если коэффициент трения между поверхностью 
дороги и колесами автомобиля 0,36.

Решение

Принимаем автомобиль за материальную точку (рис. 17.8).
1. Считаем, что торможение произошло только за счет трения. 

Используем теорему об изменении количества движения. Начальная
54-1000

скорость vo =  — —  =  15 м/с. По теореме изменения количества 

движения m v — m vо =  FTt. Конечная скорость v =  0 (остановка).
2. Тормозная сила FT =  — fR .

R  =  G  =  mg,

здесь R  —  сила прижатия; / —  коэффициент трения; G  —  сила 
тяжести; т  —  масса автомобиля; д —  ускорение свободного падения; 
д =  9,81 м/с2.
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>7? ОII

Ft “ 1----- Vo чО О Р (Т _7---- 7 ^ у  у  у  у  
,G

Рис. 17.8

s  У У У

3. После подстановок получаем формулу для определения вре­
мени торможения.

m v  — m v о =  —f m g t ;

vo =  fg t ;  t  =  

15
t  =

0,36 • 9,81

vo.
f g 1

4,25 c.

П р и м ер  2. После отключения двигателя колесо радиусом 0,5 м 
и массой 700 кг имело угловую частоту вра­
щения 300 об/мин. Определите момент трения 
в подшипниках, если вал колеса остановился 
через 1,5 мин. Вращение принять равнопере­
менным, колесо считать сплошным цилиндром 
(рис. 17.9).

Решение

1. Запишем уравнение динамики при вра­
щении:

Ms 3  £  —  М д ъ  Л̂ гр,
где M s  —  суммарный момент внешних сил; J  —  момент инерции; 
£ —  угловое ускорение; М дв —  движущий момент; М тр —  момент 
трения (сил сопротивления).

2. Определим угловое ускорение по формуле для угловой скоро­
сти при равнопеременном движении:

и! — wo+et] ojq
7Г П

3 0 ’
WQ =

тт-300
30

31,4рад/с; и  =  0 (остановка).
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Тогда

£
U1Q
Т ’

£
31,4

1,5-60
—0,35рад/с2.

3. Определим момент инерции колеса, считая его сплошным ци­
линдром:

J  =
9т г

~
700 • 0,52 

2 87,5 кг-м2.

4. Определяем величину тормозного момента —  момента трения 
в подшипниках: М дв — 0; —М тр — J e ;

- М тр =  87,5 (—0,35); М тр -  30,625Н-м.

П рим ер 3. Шкив приводится во вращение ременной передачей 
(рис. 17.10). Натяжение ведущей ветви ремня S i =  120 Н, ведомого 
—  S2 =  50 Н. Масса шкива 200 кг, диаметр 80 мм, момент сопроти­
вления в подшипниках 1,2 Н-м. Определить угловое ускорение вала 
пренебрегая его массой. Шкив считать тонкостенным цилиндром.

А/сопр

Решение

1. Используем основное уравнение ди­
намики M e — Je.

2. Определяем суммарный момент 
внешних сил

M e =  5 i ^ -  S2^  -  М сопр;

M e =  120 •
0,08

2 - 1,2 = 1,6 Н-м.

3. Рассчитываем момент инерции шкива, влиянием вала прене­
брегаем:

J  -  т г2; J  =  200
0,08\2 

2 )
0,128 кг-м2.

4. Определяем угловое ускорение шкива
M e 1,6 10К /2

£ =  1 Г  £ = о д а  =  12'5 р ш / с '
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Контрольные вопросы и задания
1. Тело массой 10 кг поднято на высоту 6 м. Определите по­

тенциальную энергию тела и работу, которую совершит тело при 
падении с этой высоты.

2. Материальная точка массой 16 кг, движущаяся со скоростью 
10 м/с, остановилась через 40 с. Определите величину тормозной 
силы.

3. Тело массой 9,2 кг двигалось из состояния покоя Зс с ускоре­
нием 4 м/с2 под действием силы F .  Определите запас кинетической 
энергии, накопленный телом.

4. Сплошной однородный цилиндр вращается вокруг продоль­
ной оси (рис. 17.11). От каких параметров зависит момент инерции 
цилиндра?

Варианты ответов:

1. Только от т.

2. От т  и d.

3. От I, т  и d.

4. От I и т.
5. Определите вращающий момент на шкиве (рис. 17.12);

d =  60 мм.
6. По результату решения 

предыдущей задачи (вопрос 5) 
определите момент инерции шки­
ва, если, двигаясь из состояния 
покоя, он приобрел угловую ско­
рость 50 рад/с за 10 с.

П р и м е ч а н и е .  
При ответах на контрольные во­
просы ускорение свободного паг 
дения можно принимать ранным 

10 м/с2.

5 -8060


