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Раздел 1 Линейная алгебра
Комплексные числа. 

Решение многих задач сводится к решению алгебраических уравнений. Поэтому исследование алгебраических уравнений является одним из важнейших вопросов математики. Стремление сделать уравнение разрешимым - одна из главных причин расширения понятия числа.

Рациональные и иррациональные числа образуют множество R действительных чисел. Однако действительных чисел недостаточно для того, чтобы решить уравнение. [image: image2.png]


 QUOTE 
Корень уравнения [image: image4.png]


или [image: image6.png]


называется мнимой единицей и обозначается буквой i. Таким образом, символ i удовлетворяет условию 

[image: image7.png]



 Комплексным числом называется число вида a+bi, где a и b – действительные числа, а i - мнимая единица.

Число а называется действительной частью комплексного числа, а число bi – мнимой частью.

Запись комплексного числа в виде z= a+bi называется алгебраической формой записи комплексного числа.

Два комплексных числа [image: image9.png]


 и[image: image11.png]


называются равными тогда и только тогда, когда равны их действительные части и коэффициенты при мнимой части.

Понятия«больше» и «меньше» для комплексных чисел не определяются.

Комплексные числа a+bi и a-bi называются сопряжёнными, а комплексные числа a+bi и -a-bi называются противоположными комплексными числами.
Действия над комплексными числами в алгебраической форме.

Суммой двух комплексных чисел [image: image13.png]z, =2, + by



и [image: image15.png]2, = 2, = by



называется комплексное число[image: image17.png]2, +2, = (2, +2,) + (b, +b,)i



.

Произведением комплексных чисел[image: image19.png]2z, =23, +binz, = a2, +byi



[image: image21.png]2, = 3, + b,inz; = 2, + by



 QUOTE 
называется комплексное число.

Вычитание комплексных чисел вводится как операция, обратная сложению, деление комплексных чисел как операция, обратная умножению. 

При делении на комплексное число достаточно умножить числитель и знаменатель дроби [image: image23.png]oy




на число сопряжённое знаменателю[image: image25.png]



Пример 1. Найти сумму и разность комплексных чисел [image: image27.png]


 и [image: image29.png]


.

Решение.  Сумму находим сложением двучленов[image: image31.png]


 :

[image: image33.png]


[image: image35.png]2 — 7inm + 5i



QUOTE

Произведение  находим перемножением двучленов[image: image37.png]


с последующей заменой [image: image39.png]


на -1.

[image: image40.png]2,2, = (2 —71)(3+5i) = 6— 21i + 10i — 35i* = 6 — 11i + 35 = 41 — 11i.





Пример 2. Даны комплексные числа [image: image42.png]


 и [image: image44.png]


. Найти разность [image: image46.png]


 и частное [image: image48.png]


. 

Решение. Разность находим вычитанием двучленов [image: image50.png]


 и [image: image52.png]


:

[image: image53.png]2, —2, = (10 = 10 = 5i





Чтобы найти частное [image: image55.png]


, умножим числитель и знаменатель этой дроби на число, сопряженное знаменателю [image: image57.png]


:

[image: image58.png]z, _10+5i (10 +5i)(3+4i) _ 30 +15i +40i +20i° 30 +55—20 _10+55i _ 10+ 55i
G-aMGE+ 32— (4i)? 9-16°  9+16 25
=04+22

23—




Геометрическая интерпретация комплексного числа.


Комплексное число [image: image60.png]


 изображается на координаиной плоскости точкой [image: image62.png]M(a,b)



 или вектором [image: image64.png]OM



, начало которого совпадает с началом координат, а конец – с точкой [image: image66.png]


.

[image: image67.jpg]



Координатная плоскость называется при этом комплексной плоскостью, ось абсцисс – действительной ось, а ось ординат – мнимой осью.

Модулем комплексного числа [image: image69.png]z =0



 называется абсолютная величина вектора, соответствующего этому числу. Для модуля числа [image: image71.png]


используются обозначения [image: image73.png]


, [image: image75.png]


На основании теоремы Пифагора получается формула [image: image77.png]



Например, комплексное число [image: image79.png]


 имеет модуль, равный 10, так как [image: image81.png]|zl = /8% + (—6)? = V64 + 36 = 1100 = 10



.

Аргументом комплексного числа [image: image83.png]z =0



 называется величина угла[image: image85.png]


[image: image87.png]


 QUOTE 
между положительным направлением действительной оси и вектором, соответствующим этому числу.

Аргумент комплексного числа z= a+bi можно находить так:

а) найти острый угол[image: image89.png]= arct|b/al





б) найти аргумент комплексного числа в зависимости от того, в какой координатной четверти лежит вектор, соответствующий этому числу: в 1 четверти[image: image91.png]


[image: image93.png]


 QUOTE 
; во 2 четверти[image: image95.png]


; в 3четверти[image: image97.png]o=mn+a



; в 4 четверти[image: image99.png]o=21—2a



.

[image: image101.png]o=21—2a



 QUOTE 
Пример 3. Найдите аргумент комплексного числа[image: image103.png]


.

Решение. Находим угол [image: image105.png]arctg|—/3/1| = arctgy3 = 7/3




. Вектор, соответствующий  данному  комплексному числу, лежит в 4 координатной четверти, поэтому аргументом числа является [image: image107.png]o, =2m—I+ mk:i—“ﬂnk,ka




Аргументы действительных и чисто мнимых чисел надо находить непосредственно, исходя из их геометрической интерпретации, а, не используя приведенное выше правило.

Тригонометрическая форма комплексного числа.

Дано комплексное число [image: image109.png]


,можно выразить действительные числа [image: image111.png]a ub



 через модуль [image: image113.png]r HAPTYMEHTC



числа [image: image115.png]


 следующим образом: [image: image117.png]a=rcoso.



 Таким образом, комплексное число можно записать в виде [image: image119.png]=r(cose +ising),




где [image: image121.png]


модуль комплексного числа, a[image: image123.png]


его аргумент. Представление комплексного числа [image: image125.png]z =0



 называется тригонометрической формой записи комплексного числа.


Чтобы перейти от алгебраической формы записи комплексного числа [image: image127.png]


к тригонометрической, достаточно найти его модуль и один из аргументов. Аргумент комплексного числа[image: image129.png]



можно находить и из системы[image: image131.png]coso =a/r
sino = b/r




Пример 4. Записать число [image: image133.png]


в тригонометрической форме.

Решение. Находим модуль[image: image135.png]V3 + (1) =\3F1=Va=2




.

Находим угол[image: image137.png]


. Вектор, соответствующий данному комплексному числу, лежит в 3 координатной четверти. Аргументом является [image: image139.png]


Следовательно[image: image141.png]=
2(cosZ +isin




Что бы перейти от тригонометрической формы записи комплексного числа [image: image143.png]=r(coso +ising)




к алгебраической, достаточно найти действительные числа [image: image145.png]anbrodopryrea = rcos,b =rsino.




Пример 5. Записать число [image: image147.png]= 2(cos330° +1i5in330%)



в алгебраической форме.

Решение. Сначала найдем [image: image149.png]cos 330°



 и [image: image151.png]


:
[image: image152.png]cos 330° = cos(360° — 30°) = cos 30°




[image: image154.png]sin330° =, Torzaa = 2(V3/2) =V3,b =2 (73) =




Следовательно, 

[image: image155.png]=2(cos330° +





Действия над комплексными числами, заданными в тригонометрической форме. Если [image: image157.png]2, =r,(cos o, +ising,)



 и [image: image159.png]2, = r,(cos 0, +isino,)



, то [image: image161.png]riry(cos(o, +0,) +isin(o, +0,)),





[image: image163.png]2))-

(cos(o, —
s(e, —0,) +isin(e,
A




Если [image: image165.png]=r(cose +ising),




то

[image: image166.png]2" = (r(cos @ + isin@))" = r"(cosne + isinng),




[image: image167.png]- + 2k +2mk
«/r(cosq){»isinq)):(/?(cosq’ T isin 2T

n n





где [image: image169.png]


 – арифметический корень, [image: image171.png]k=012..,n—





Пример 6. Даны комплексные числа [image: image173.png]2, = 12(c0s 225° + i5in 225 Juz, = E(cos 75° +




 Найти их произведение и частное. Ответ записать в алгебраической форме.

Решение. Применим правила умножения и деления комплексных чисел

[image: image174.png]2,2, =12 »«;(cos(zzs" +75%)

n(225° +75%)) = 18(cos 300° + i5in300°) = 18 (%





[image: image175.png]i—‘: 1212:;(c05(225° —75%) +isin(225° - 75°)) = 8(cos 150° +
3

43 +4i




Пример 7.Вычислить [image: image177.png]= (2(cos 24° +isin 24%))°




.

Решение. Находим z[image: image179.png]= 25(cos 5 * 24° +isin5 * 24%) = 32(cos 120° + isin 120°) = 32( —16 + 16V3.





Пример 8. Вычислить [image: image181.png]CER



.

Решение. Запишем число [image: image183.png]


 в тригонометрической форме. Находим [image: image185.png]W3+

)2=\3+1=\4=2,a=arctg|—




[image: image187.png]


Тогда[image: image189.png]V3 —i=2(cos 330° +isin330°), smamur 2= (2(cos 330° +1sin 330°))* = 2% (cos 3300° +

i 3300°) = 2*°(cos(60° + 9+ 360°) + isin(60° + 9 * 360°))





Пример 9. Вычислить [image: image191.png]


Ответ записать в тригонометрической и алгебраической формах. 

Решение. Запишем число -81 в тригонометрической форме: 

[image: image193.png]—81 = 81(cosm +isinm)



. Следовательно,

[image: image194.png]: s s T+ 2k T+ 2k
V=81 = V81(cost+ nn:un(cosT = 4 isin T)

4 4
=3( (K+“k)+ '(“+“k)) k=0123
=3(cos G+ 3) +isn(5+ ) maek = 0223,





При [image: image196.png]k =0,1,2,3 moaymm:




[image: image197.png]



[image: image198.png]



[image: image199.png]= 3(cos(;+n)+ isin(;{»n)): 3(—





[image: image200.png]



Показательная форма комплексного числа. 

Рассматривая функцию [image: image202.png]


 для комплексного переменного, Эйлер установил соотношение[image: image204.png]=cos@+ising,



которое называется формулой Эйлера.

Из этой формулы следует, что каждое комплексное число [image: image206.png]z =0



можно записать в форме [image: image208.png]=r(cose +ising) = re”,




которая называется показательной формой записи. Над комплексными числами, заданными в показательной форме, удобно производить умножение и деление, возведение в натуральную степень и извлечение корня:[image: image210.png]



[image: image211.png]



[image: image212.png]



Пример 10. Представить число [image: image214.png]


 в алгебраической форме.

Решение. По условию, [image: image216.png]


 откуда [image: image218.png]


  Значит, [image: image220.png]



Пример 11. Выполнить действия и записать ответ в тригонометрической и показательной формах:  [image: image222.png]



Решение. Сначала выполним действия:  [image: image224.png](1424 | (1-D(a-20) 242i4i4i° | 4-4i-2i42i%
10(E5E5 + min) = 0 (5 + S = 10

3+ 30



 Теперь запишем число в тригонометрической и показательной формах, для чего найдем модуль и аргумент:[image: image226.png]VoFs=VI8=15-2=3V20 rclgE‘:arctgi




Тогда [image: image228.png]


.

Раздел 2 Основы дискретной математики
Множество и его элементы. Способы задания множеств

Понятие множества является неопределяемым понятием. Его смысл разъясняется на примерах. Можно говорить о множестве жителей города Саратова, о множестве домов на конкретной улице, о множестве букв в слове «командир», о множестве натуральных чисел, меньших 20 и т. д.
 Множества принято обозначать большими латинскими буквами, например, А, В, С, … , Х, Y, Z. Объекты, из которых состоит множество, называются его элементами . Их принято обозначать маленькими латинскими буквами: a , b , c , d . Если множество А состоит из элементов    a , c , k , то записывают это так: А = { a , c , k }.
     Множество, не содержащее ни одного элемента, называется пустым и обозначается символом Ø.

 Множество может быть задано перечислением всех его элементов или описанием характеристического свойства его элементов. Характеристическим свойством называется такое свойство, которым обладают все элементы данного множества и не обладают никакие другие объекты. Например, запись А = { х | х – житель  Саратова } означает, что множество А состоит из жителей  Саратова.

Множество В является подмножеством множества А, если каждый элемент множества В является также элементом множества А. Пустое множество является подмножеством любого множества. Само множество является подмножеством самого себя. (пишут В⊂ А)

 Пустое множество и само множество называют несобственными подмножествами . Остальные подмножества множества А называются собственными. Для каждого множества, состоящего из n элементов можно образовать 2 n  подмножеств. Если рассматривают лишь подмножества некоторого множества U, то U называют универсальным множеством.

  Если множества А и В состоят из одних и тех же элементов, то они называются равными.

  Например, А = { a , c , k , m , n } и В = { m , n , a , c , k }, А = В.

Операции над множествами.

Пересечением множеств А и В называется множество, содержащее все элементы, которые принадлежат множеству А и множеству В.
 Пересечение множеств А и В обозначают А∩ В. Таким образом, по определению, А ∩ В = { х | х ∈ А и х ∈ В}.
        Например, если А = { a , c , k , m , n } и В = { a , b , c , d , e },  то А ∩ В = { a , c }.

 Если изобразить множества А и В при помощи кругов Эйлера-Венна, то пересечением данных множеств является заштрихованная область (рис. 3).

Для пересечения множеств выполняются следующие свойства.

1)    Переместительное или коммутативное свойство: А ∩ В = В ∩ А.

2)    Сочетательное или ассоциативное свойство:(А ∩ В) ∩ С = А ∩ (В ∩ С).

3)    А ∩ ∅ = ∅ (пустое множество является поглощающим элементом).

4)    А ∩ U = А (универсальное множество является нейтральным элементом).

5)   Если В⊂А, то А∩В = В 
Объединением множеств А и В называется множество, содержащее все элементы, которые принадлежат множеству А или множествуВ. 
[image: image229.jpg]



Объединение множеств А и В обозначают А∪ В. Таким образом, по определению,    А ∪ В = { х | х ∈А или х∈В}. Например, если А = { a , c , k , m , n } и       В   =   { a , b , c , d , e },   то  А ∪ В   =   { a , c , k , m , n , b , d , e }.

Если изобразить А и В при помощи кругов Эйлера-Венна, то объединением данных множеств является заштрихованная область           (рис. 4).

Для объединения множеств выполняются следующие свойства.

1)    Переместительное или коммутативное свойство: А ∪ В = В∪ А.

2)    Сочетательное или ассоциативное свойство:(А ∪ В)∪ С = А ∪ (В ∪ С).

3)    А ∪∅= А (пустое множество является нейтральным элементом).

4)    А ∪ U = U (универсальное множество является поглощающим  элементом).

5)   Если В⊂А, то А∪В = В

Операции объединения и пересечения множеств связаны законами дистрибутивности или иначе распределительными свойствами:

(А ∪ В) ∩С = (А∩С) ∪ (В∩С)  и  (А∩В) ∪ С = (А ∪ С) ∩(В ∪ С).

 П р и м е р  1. Пусть А – множество различных букв в слове «математика», а В – множество различных букв в слове «стереометрия». Найти пересечение и объединение множеств А и В.

 Р е ш е н и е.  Запишем множества А и В, перечислив их элементы: А = { м, а, т, е, и, к }, В = { с, т, е, р, о, м, и, я }. Буквы м, т, е, и принадлежат и множеству А, и множеству В, поэтому они войдут в пересечение этих множеств: А∩В = { м, т, е, и }. В объединение этих множеств войдут все элементы множества А и несовпадающие с ними элементы из множества В: А ∪ В = { м, а, т, е, и, к, с, р, о, я }.

 П р и м е р  2 . В классе английский язык изучают 25 человек, а немецкий – 27 человек, причем 18 человек изучают одновременно английский и немецкий языки. Сколько всего человек в классе изучают эти иностранные языки? Сколько человек изучают только английский язык? Только немецкий язык?  
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 Р е ш е н и е.  Через А обозначим множество школьников, изучающих английский язык, через В – множество школьников,      изучающих немецкий язык. Изобразим эту ситуацию с помощью диаграммы. Два языка изучают 18 школьников, поставим это число в пересечение множеств А и В. Английский язык изучают 25 человек, но среди них 18 человек изучают и немецкий язык, значит, только английский язык изучают 7 человек, укажем это число на диаграмме. Рассуждая аналогично, получим, что только немецкий язык изучают 27 – 18 = 9 человек. Поместим и это число на диаграмму.  Теперь известно количество элементов в каждой части множеств, изображенных на диаграмме. Чтобы  ответить  на главный вопрос задачи, нужно сложить все числа: 7 + 18 + 9 = 34. Ответ: 34 человека в классе изучают иностранные языки.

Разностью множеств А и В называется множество, содержащее те и только те элементы, которые принадлежат множеству А и не принадлежат множеству В.

 Разность множеств А и В обозначают А \ В. Таким образом, по определению разности А \ В = { х | х ∈ А и х ∉В}.

 Например,  если  А  = { a , c , k , m , n }  и   В = { a , b , c , d , e },   то А \ В = { k , m , n }.

 Если изобразить А и В при помощи кругов Эйлера-Венна, то разность данных множеств является заштрихованная область (рис. 5).

Пусть В является подмножеством множества А. В этом случае разность множеств А и В называют дополнением подмножества В до множества А и обозначают В'А. Дополнение можно изобразить как показано на рис. 5. Если В – подмножество универсального множества U, то дополнение подмножества В до U обозначают В'. 
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Например, если В – множество однозначных натуральных чисел, то В'– множество неоднозначных натуральных чисел, если С – множество равнобедренных треугольников, то С' – множество треугольников, у которых все стороны имеют разную длину.

Разность множеств и дополнение к подмножеству обладают рядом свойств.

1)    (А \ В) \ С = (А \ С) \ В.

2)    (А∪В) \ С = (А \ С) ∪ (В \ С).

3)    (А \ В) ∩ С = (А ∩С) \ (В ∩ С).

4)    (А ∪ В)' = А' ∩ В'.

5)    (А ∩ В)' = А' ∪В'.

 Четвертое свойство формулируется так: дополнение к объединению двух множеств равно пересечению дополнений к этим множествам. Пятое свойство формулируется аналогично. 

П р и м е р  3. А – множество натуральных чисел, кратных 3, В – множество натуральных чисел, кратных 5. Задать описанием характеристического свойства множество А \ В и назвать три числа, принадлежащих этому множеству.

 Р е ш е н и е. По определению разность данных множеств состоит из натуральных чисел, кратных 3 и не кратных 5. Поэтому разности множеств А и В принадлежат числа 9, 24, 33.

 П р и м е р  4. Найти дополнение к множеству А в множестве натуральных чисел, если:                      

                                            а) А = { х | х = 2 k + 1, k∈N };                                                                          

                                            б) А = { х | х = 3 k , k ∈ N }.

Р е ш е н и е. а) Числа вида х = 2 k + 1, k ∈ N представляют собой нечетные натуральные числа, следовательно,  дополнение А' – это четные натуральные числа: А' = { х | х = 2 k , k ∈ N }.

б) В виде х = 3 k , k∈N записаны натуральные числа, кратные 3, или числа, дающие при делении на 3 остаток 0. В дополнение к этому множеству войдут числа, не кратные 3, или дающие при делении на 3 остаток 1 или 2. Запишем А' = { х | х = 3 k + 1 или х = 3 k + 2, k ∈ N о }.

 Говорят, что множество Х разбито на попарно непересекающиеся подмножества или классы , если выполнены следующие условия:                     

1)  любые два подмножества попарно не пересекаются;                          
 2) объединение   всех   подмножеств  совпадает  с   исходным множеством Х.

Разбиение множества на классы называют классификацией.

 Классификацию можно выполнять при помощи свойств элементов множества. Если выбирается только одно свойство, то такую классификацию называют дихотомической . Например, натуральные числа можно разбить на четные и нечетные. Буквы русского языка можно разбить на гласные и не гласные. Вообще, если на множестве Х задано одно свойство А, то это множество разбивается на два класса: первый класс – объекты, обладающие свойством А, второй класс – объекты, не обладающие свойством А.

Если элементы множества обладают двумя независимыми свойствами, то все множество разбивается на 4 класса. Например, на множестве натуральных чисел заданы два свойства: «быть кратным 2» и «быть кратным 3». При помощи этих свойств в множестве N можно выделить два подмножества А и В. Эти множества пересекаются, но ни одно из них не является подмножеством другого  (рис. 6). Тогда в первый класс войдут числа, кратные 2 и 3, во второй – кратные 2, но не кратные 3, в третий – кратные 3, но не кратные 2, в четвертый – не кратные 2 и не    кратные 3. 
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                 Рис. 6

   П р и м е р  5. Пусть Х – множество четырехугольников, А, В и С – его подмножества. Можно ли говорить о разбиении множества Х на классы А, В и С, если:
    а) А – множество параллелограммов, В – множество трапеций, С – множество четырехугольников, противоположные стороны которых не параллельны;
    б) А – множество параллелограммов, В – множество трапеций, С – множество четырехугольников, имеющих прямой угол?

     Р е ш е н и е. 

а) Множества А, В и С попарно не пересекаются. Действительно, если у четырехугольника, противоположные стороны  не параллельны, то он не может быть параллелограммом или трапецией. В параллелограмме противоположные стороны попарно параллельны, поэтому он не может принадлежать ни множеству В, ни множеству С. Наконец, в трапеции две противоположные стороны параллельны, а две другие не параллельны, поэтому трапеция не может принадлежать ни множеству А, ни множеству С. Объединение множеств А, В и С даст все множество четырехугольников. Условия классификации выполнены, множество всех четырехугольников можно разбить на параллелограммы, трапеции и четырехугольники, противоположные стороны которых не параллельны.

б) Множества А и В не пересекаются, но множества А и С имеют общие элементы, примером может служить прямоугольник, множества В и С тоже пересекаются: общим элементом является прямоугольная трапеция. Следовательно, нарушено первое условие классификации. Не выполняется и второе условие, так как некоторые четырехугольники не попадают ни в одно из подмножеств А, В или С, таким является четырехугольник с непараллельными сторонами и непрямыми углами. В этом случае множество Х на классы А, В и С не разбивается.

Диаграммы Эйлера-Венна. Числовые множества.

Все пять случаев отношений между двумя множествами можно наглядно представить при помощи особых чертежей, которые называются кругами  или диаграммами Эйлера-Венна.
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 а)                             б)                         в)                      г)                                    д)

Множества, состоящие из чисел, называют числовыми множествами. 

               N – множество натуральных чисел, 
                Z – множество целых чисел, 
                N о или Z о – множество целых неотрицательных чисел, 
                Q – множество рациональных чисел, 
                R – множество действительных чисел. 

История возникновения понятия «граф». Задачи, приводящие к понятию графа. Основные понятия теории графа. 
Теория графов – это раздел дискретной математики, изучающий объекты, представимые в виде отдельных элементов (вершин) и связей между ними (дуг, рёбер).

Теория графов берет начало с решения задачи о кенигсбергских мостах в 1736 году знаменитым математиком Леонардом Эйлером (1707-1783: родился в Швейцарии, жил и работал в России).

Задача о кенигсбергских мостах.
[image: image234.jpg]



В прусском городке Кенигсберг на реке Прегал семь мостов. Можно ли найти маршрут прогулки, который проходит ровно 1 раз по каждому из мостов и начинается и заканчивается в одном месте?
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Граф, в котором найдется маршрут, начинающийся и заканчивающийся в одной вершине, и проходящий по всем ребрам графа ровно один раз, называется Эйлеровым графом.
Последовательность вершин (может быть с повторением), через которые проходит искомый маршрут, как и сам маршрут, называется Эйлеровым циклом.
Задача о четырех красках. Разбиение плоскости на непересекающиеся области называется картой. Области карты называются соседними, если они имеют общую границу. Задача состоит в раскрашивании карты таким образом, чтобы никакие две соседние области не были закрашены одним цветом. С конца XIX века известна гипотеза, что для этого достаточно четырех красок. Гипотеза не доказана до сих пор.

В 1976 году Аппель и Хейкен опубликовали решение задачи о четырех красках, которая базировалось на переборе вариантов с помощью компьютера.

Суть опубликованного решения состоит в том, чтобы перебрать большое, но конечное число (около 2000) типов потенциальных контрпримеров к теореме о четырех красках и показать, что ни один случай контрпримером не является. Этот перебор был выполнен программой примерно за тысячу часов работы суперкомпьютера.

Проверить «вручную» полученное решение невозможно – объем перебора выходит за рамки человеческих возможностей. Многие математики ставят вопрос: можно ли считать такое «программное доказательство» действительным доказательством? Ведь в программе могут быть ошибки…

Таким образом, остается уповать на программистскую квалификацию авторов и верить, что они все сделали правильно.

Графом G=G(V, E) называется совокупность двух конечных множеств: V – называемого множеством вершин и множества E пар элементов из V, т.е. EÍV´V, называемого множеством рёбер, если пары неупорядочены, или множеством дуг, если пары упорядочены.

В первом случае граф G(V,E) называется неориентированным, во втором – ориентированным.
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Пример 1. Граф с множеством вершин V = {а,b,с} и множеством ребер Е ={{а, b}, {b, с}}
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Пример 2. Граф, у которого V = {a,b,c,d,e} и Е = {{а, b}, {а, е}, {b, е}, {b, d}, {b, с}, {с, d}},
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Если e=(v1,v2), еÎЕ, то говорят, что ребро е соединяет вершины v1 и v2.

Две вершины v1,v2 называются смежными, если существует соединяющее их ребро. В этой ситуации каждая из вершин называется инцидентной соответствующему ребру.
Два различных ребра смежны, если они имеют общую вершину. В этой ситуации каждое из ребер называется инцидентным соответствующей вершине.
Число вершин графа G обозначим v, а число ребер - e:
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Геометрическое представление графов следующее:
1) вершина графа – точка в пространстве (на плоскости);

2) ребро неориентированного графа – отрезок;

3) дуга ориентированного графа – направленный отрезок.

Если в ребре e=(v1,v2) имеет место v1=v2 , то ребро е называется петлёй. Если в графе допускается наличие петель, то он называется графом с петлями или псевдографом.

Если в графе допускается наличие более одного ребра между двумя вершинами, то он называется мультиграфом.

Если каждая вершина графа и (или) ребра помечена, то такой граф называется помеченным (или нагруженным). В качестве пометок обычно используются буквы или целые числа.

Граф G((V(, E() называется подграфом (или частью) графа G(V,E), если V( (V, E( (E. Если V(=V, то G( называется остовным подграфом G.
Пример 1. Дан неориентированный граф.
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Граф называется полным, если любые две его вершины соединены ребром. Полный граф с n вершинами обозначается через Kn.

Графы К2, К3, К4 и К5.
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Граф G=G(V, E) называется двудольным, если V можно представить как объединение непересекающихся множеств, скажем V=A(B, так что каждое ребро имеет вид (vi, vj), где vi(A и vj(B.

Каждое ребро связывает вершину из А с вершиной из В, но никакие две вершины из А или две вершины из В не являются связанными.

Двудольный граф называется полным двудольным графом Km, n, если A содержит m вершин, B содержит n вершин и для каждого vi(A, vj(B имеем (vi, vj)(E.

Таким образом, для каждого vi(A, и vj(B имеется связывающее их ребро.

K12 K23 K22 K33
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Пример 2. Дан неориентированный граф.
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Граф G=G(V, E) называется связным, если имеется цепь между любыми двумя его различными вершинами.

Орграф G(V, E) называется связным, если его соответствующий ему неориентированный граф является связным. Орграф называется сильно связным, если для любой пары вершин vi ,vj(V существует ориентированный путь из vi в vj.
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Во многих случаях необходимы графы, у которых ребра, по существу, представляют собой улицу с односторонним движением.

Например, если граф моделирует поток нефти в трубопроводе, и если нефть течет из пункта а в пункт b.

Ориентированный граф или орграф G, который обозначается через G(V, Е) и состоит из множества V вершин и множества Е упорядоченных пар элементов из V, называемого множеством ориентированных ребер или просто ребер, если понятно, что граф ориентирован.

Элемент множества Е называется ориентированным ребром (дугой).

Если (а, b) ÎE, то а называется начальной вершиной ребра (а, b), a b называется конечной вершиной.

Понятие ориентированного графа допускает наличие петель, чего не было в случае простых графов.
Во-первых, определение ориентированного ребра естественным образом включает понятие петли, т.к. петля у вершины а есть просто ребро (а, а).

В случае неориентированных графов это нельзя было сделать, так как ребро неориентированного графа имеет вид {а,b}, поэтому петля должна была бы иметь вид {a,a}.

Во-вторых, когда речь идет об отношениях, элемент может находиться в отношении с самим собой, что не имеет смысла для множеств, так как любой элемент присутствует во множестве только один раз.

В простом графе ребро представляется двухэлементным подмножеством, чтобы подчеркнуть, что отношение симметрично.
В ориентированном графе ребро представлено упорядоченной парой, чтобы акцентировать важность порядка и то, что (а, b) может быть ребром в орграфе, а (b, а) — нет.
Орграф, у которого V = {а, b, с} и

Е = {(а, b), (b, с), (с, b), (с, а)},

Орграф, у которого V = {а, b, с, d] и

Е = {(а, b), (b, с), (с, с),(b, d), (d,b),(c,d),(d,a)}
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Степень вершин.

Степенью вершины v для неориентированного графа, обозначается d(v), называется количество ребер, инцидентных этой вершине. Вершина степени 0 называется изолированной. Вершина степени 1 называется висячей.

Задания для самостоятельной работы

1.В графе, изображенном на рисунке, указать примеры замкнутого маршрута, если начальный пункт [image: image249.png]


.
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2.Количество ребер графа, инцидентных вершине A, равно...

Раздел 3 Математический анализ
Производная функции.
Понятие производной является одним из фундаментальных понятий математики. Многие задачи как самой математики, так и естествознания и техники приводят к этому понятию.

 Пусть функция y = f (x) определена в промежутке Х. Возьмем из этого промежутка фиксированное значение аргумента x и придадим ему приращение [image: image254.png]Ax



так, чтобы новое значение аргумента [image: image256.png]x + Ax



 принадлежало этому промежутку. Тогда значение функции f (x)  заменится новым значением

[image: image258.png]f(x) + Ay = f(x + Ax)



,  т.е. функция получит приращение[image: image260.png]Ay = f(x + Ax) — f(x)




Предел отношения приращения функции[image: image262.png]


к вызвавшему его приращению аргумента [image: image264.png]Ax



 при стремлении [image: image266.png]Ax



 к нулю, т.е.

[image: image267.png]lim = = i
A A Ax

Ay flatax)— f(x)




Называется производной функции y = f (x) по аргументу xв точке x
   Производная обозначается одним из символов: [image: image269.png]2y
F, &




а ее значение при [image: image271.png]


обозначается [image: image273.png]



   Операция нахождения производной называется дифференцированием.

   Если функция f( x )имеет производную в точке x, то она называется дифференцируемой в этой точке.

   Если функция f( x ) имеет производную в каждой точке промежутка Х, то говорят, что эта функция дифференцируема на этом промежутке

 Производная сложной функции. Пусть y = f ( u ), где u являетсяне независимой переменной, а функцией независимой переменной[image: image275.png]


. Таким образом, [image: image277.png]



   В этом случае функция y называется сложной функцией x , а переменная u – промежуточным аргументом.

   Производная сложной функции находится на основании следующей теоремы: если y = f ( u ) и [image: image279.png]


дифференцируемые функции своих аргументов, то производная сложной функции[image: image281.png]


существует и равна произведению производной функции yпо  промежуточному аргументу и на производную промежуточного аргумента и по независимой переменной x:

[image: image282.png]



Эта теорема распространяется и на сложные функции, которые задаются с помощью цепочки, содержащей три звена и более.

   Например, если [image: image284.png]=f@), u=o(), v=v(), me y=F(o(¥()), moy




.

Основные правила и формулы дифференцирования функции.
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Геометрический и физический смысл производной.

Геометрический смысл производной.

    Производная функции имеет простую и важную геометрическую интерпретацию.

    Если функция y=f(x)дифференцируема в точке x, то график этой функции имеет в соответствующей точке касательную, причем угловой коэффициент касательной равен значению производной в  рассматриваемой точке.
    Угловой коэффициент касательной, приведенной к графику функции y=f(x) в точке [image: image312.png]€25



 , равен значению производной функции при [image: image314.png]


, т.е. [image: image316.png]



Уравнение этой касательной имеет вид.

[image: image317.png]= flxp)(x —xp)





Пример 1.  Составить уравнение касательной к графику функции

[image: image319.png]—2x+3




 в точке А(3, 6).

Решение.  Для нахождения углового коэффициента касательной найдем производную данной функции:

[image: image320.png]



   Угловой коэффициент касательной равен значению производной функции при x=3:

[image: image321.png]k=y(3)=2%3"-2+3-2=18-6—






  Уравнение касательной имеет вид

[image: image322.png]y —6 =10(x —3), utuy —6 = 10x — 30,m.¢




[image: image323.png]—24=0





Пример 2. Cоставить уравнение касательной, проведенной к графику функции [image: image325.png]


 в точке с абсциссойx = 2

 Решение. Сначала найдем ординату точки касания А(2, y). Так как точка А лежит на кривой, то ее координаты удовлетворяют уравнению кривой, т.е

[image: image327.png]


:  A(2, 2)

   Уравнение касательной, проведенной к кривой в точке А(2, 2) , имеет вид [image: image329.png]k(x—2)



. Для нахождения углового коэффициента касательной найдем производную:

[image: image331.png](2x-3)(3x—4) ~(2x-3) (3x—4) _ (20-3).3-2(3x—4 _ _ Ex-5-&x:E
e-at g g




.

   Угловой коэффициент касательной равен значению производной функции при x = 2:

[image: image333.png]


.

   Уравнение касательной таково:

[image: image334.png]—2=-x+2me,

x+y—





Физический смысл производной.

   Если тело движется по прямой по закону s = s(t), то за промежуток времени [image: image336.png]At



( от момента t до момента  t+[image: image338.png]At



) оно пройдет некоторый путь [image: image340.png]As



. Тогда  [image: image342.png]


есть средняя скорость движения за промежуток времени [image: image344.png]At



.

Скоростью движения тела в данный момент времени t называется предел отношения приращения пути  [image: image346.png]As



  к приращению времени  [image: image348.png]At



 , когда приращение времени стремится к нулю:

[image: image349.png]As
o(8) = lim v, = lim .
A vy = M




   Следовательно,  производная пути s по времени t равна скорости прямолинейного движения тела в данный момент времени:

[image: image350.png]v(t)





   Скорость протекания физических, химических и других процессов также выражается с помощью производной.

   Производная функции[image: image352.png]


равна скорости изменения этой функии при данном значении аргумента x:

[image: image353.png]



Пример 3. Закон движения точки по прямой задан формулой                         [image: image355.png]s=5t"—-3t"+4



 (s – в метрах, t – в секундах). Найти скорость движения точки в конце первой секунды.

Решение.  Скорость движения точки в данный момент равна производной пути s по времени t:

[image: image356.png]=15t —6t, v(1)=15-6=09.





   Итак, скорость движения точки в конце первой секунды равна 9 м/с.

Пример 4. Брошенное вертикально вверх, движется по закону              [image: image358.png]


, где [image: image360.png]


 начальная скорость, g – ускорение свободного падения тела. Найти скорость этого движения для любого момента времени t. Сколько времени будет подниматься тело и на какую высоту времени будет подниматься, если [image: image362.png]



Решение. Скорость движения точки в данный момент времени t рана производной пути s по времени t:

[image: image363.png]1
w2t =y, - gt.
u(§) =5 = —39° 2=y —g




   В высшей точке подъема скорость тела равна нулю:

[image: image364.png]4.1c

gt=v, t=y\g, t=40\g~41 t




   За 40/g секунд тело поднимается на высоту

[image: image366.png]20 _ 1 1800 _ 1500 =00
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= [image: image368.png]—- V815 sV8L5x




Приложение производной к решению различных задач.

Условие постоянства функции. Дифференцируемая  функция y =f(x) постоянная на промежутке X  тогда и только тогда, когда f (x) = 0 внутри X.

Условие возрастания функции. Дифференцируемая функция y = f(x) монотонно возрастает на промежутке Х тогда и только тогда, когда ее производная не отрицательна внутри этого промежутка: [image: image370.png]f(x) =0,



 причем производная  f’(x)  обращается в нуль в конечном числе точек, лежащих внутри промежутка Х.

   Это условие геометрически означает, что касательная к графику монотонно возрастающей функции образует с положительным направлением оси  Ox острый угол или параллельна ей .

Условие убывание функции. Дифференцируемая функция  y = f (x)  монотонно убывает на промежутке X тогда и только тогда, когда ее производная не положительна внутри этого промежутка: [image: image372.png]F(x)<0



, причем производная  f’(x)   обращается в нуль в конечном числе точек, лежащих внутри Х.

   Это условие геометрически означает, что касательная к графику монотонно убывающей функции образует с положительным направлением оси Ох тупой угол или параллельна ей

   Экстремумы функции.  Говорят, что функция y=f(x) имеет максимум в точке [image: image374.png]


, если значение функции в этой точке больше чем ее значения во всех точках, достаточно близких к [image: image376.png]


, т.е. если [image: image378.png](%,



+[image: image380.png]Ax) < f(x,)aramodRxAx



,  как положительных, так и отрицательных, но достаточно малых по модулю. Таким  образом, x = [image: image382.png]


 точка максимума, а [image: image384.png]Vs = (%) — MaxcmyyMbyHKIID




   Говорят, что функция y= f(x) имеет минимум в точке [image: image386.png]


, если значение функции в этой точке меньше, чем ее значения во всех точках, достаточно близких к [image: image388.png]


, т.е. если [image: image390.png]fxy + Ax) = f(x,



) для любых [image: image392.png]Ax



, как положительных, так и отрицательных, но достаточно малых по модулю. Таким образом, x = [image: image394.png]


 точка минимума, а[image: image396.png]Vo = FO2)



минимум функции.

   Если в некоторой точке функция имеет максимум или минимум, то говорят, что в этой точке имеет место экстремум. Значение функции в этой точке называется экстремальным.

Замечание.  Следует помнить: 1) что максимум (минимум) не является обязательно наибольшим (наименьшим) значением, принимаемым функцией; 2) функция может иметь несколько максимумов или минимумов; 3) функция, определенная на отрезке, может достигать экстремумов только во внутренних точках этого отрезка.

Пример 1 .Исследовать функцию 
[image: image397.wmf]5
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и построить ее график.
Решение. При исследовании функции методами дифференциального исчисления необходимо: а) найти область определения функции; б) исследовать функцию на непрерывность; в) найти точки пересечения графика функции с осями координат; г) определить интервалы возрастания и убывания функции и точи ее экстремума; д) найти интервалы выпуклости и вогнутости и точки перегиба графика функции.

а) Область определения данной функции является множество всех действительных чисел.

б) Данная функция является элементарной, поэтому она непрерывна на своей области определения, то есть на интервале (-
[image: image398.wmf]¥

;
[image: image399.wmf]¥

)

в) Для нахождения точки пересечения графика функции с осью Оy подставим в уравнение функции x=0. Тогда y=5. Значит, график функции пересечет ость Oy в точке А(0;5)


Для определения точки пересечения исследуемой кривой с осью Ox следует решить уравнение 
[image: image400.wmf]0
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. Из-за отсутствия целочисленных корней этого уравнения его решение громоздко (оно может быть найдено,  например, по формулам Кардано).

г) Для нахождения интервалов возрастания и убывания функции воспользуемся следующими достаточными признаками: если производная дифференцируемой функции положительна (отрицательна) на некотором интервале, то функция возрастает (убывает) на этом интервале.

Продифференцируем данную функцию:
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Корнями производной являются 
[image: image402.wmf]1
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 (критические точки первого рода)


Определим промежутки знакопостоянства производной 
[image: image404.wmf]y
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, используя метод интервалов. На числовой оси отметим в порядке возрастания критические значения 
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 аргумента x (в этих точках производная данной функции обращается в нуль) (рис. 1)
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Рис. 1 Промежутки знакопостоянства производной.


Данная функция возрастает на интервалах ( -
[image: image407.wmf]¥

;-1 ); ( -3;
[image: image408.wmf]¥

 ) (здесь производная 
[image: image409.wmf]y
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положительна) и убывает на интервале(-1;3) (здесь 
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Для исследования критических точек 
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на экстремума функции: если функция 
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дифференцируема в точке 
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 и ее окрестности и ее производная
[image: image415.wmf])
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слева от этой точки положительна (отрицательна) , а справа – отрицательна (положительна), то в точке 
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 функция 
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имеет максимум (минимум).


При переходе через точку 
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 производная 
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меняет свой знак с плюса на минус, поэтому в этой точке функция имеет максимум 
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Значит, В 
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- точка максимума.


Так как при переходе через точку 
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 производная 
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 меняет знак с минуса на плюс, то С (3;-4) – точка минимума .

д) Для определения интервалов выпуклости и вогнутости и точные признаки: если вторая производная 
[image: image424.wmf])
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 положительна (отрицательна)в каждой точке интервала (a;b),то на этом интервале график функции 
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является вогнутым (выпуклым) ; если 
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либо 
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не существует и при переходе через точку 
[image: image429.wmf]0

x

вторая производная меняет свой знак, то 
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Найдем вторую производную данной функции:
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при x=1 (критическая точка второго рода). На интервале ( -
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;1 ) вторая производная отрицательна, поэтому график функции на этом интервале является выпуклой кривой 
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, поэтому график функции вогнут на этом интервале. Так как при переходе через точку x=1 вторая производная меняет свой знак, тоx=1 вторая производная меняет свой знак, то x=1 абсцисса точки D
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Интегрирование функций. Определенный интеграл. Формула Ньютона-Лейбница.

Дифференцирование – это действие, с помощью которого по данной функции находится ее производная или дифференциал. Например, если [image: image441.png]


, то [image: image443.png]F (x) = 5x°



, [image: image445.png]dF (x) = 5x*dx.




Введем понятие первообразной функции. Функция F(x) называется первообразной для функции f(x) на заданном промежутке, если (F(x))’=f(x) в любой точке этого промежутка

Первообразная определена неоднозначно: если F(x) – первообразная для функции f(x), то F(x)+C – также первообразная для данной функции. 

Множество всех первообразных для функции f(x) называется неопределенным интегралом и обозначается 
[image: image446.wmf]ò

+

=

C

x

F

dx

x

f

)

(

)

(

, где f(x) – подынтегральная функция, f(x)dx – подынтегральное выражение, С – произвольная постоянная (С = const), 
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- знак операции интегрирования, d – знак операции дифференцирования.

Основные свойства неопределенного интеграла:
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Таблица  неопределенных интегралов

Понятие определенного интеграла.


Пусть функция [image: image469.png]f(x)



 определена на отрезке [image: image471.png]


≤[image: image473.png]


 ≤[image: image475.png]


. Допустим для про​стоты, что функция [image: image477.png]f(x)



в указанном промежутке неот​рицательна и [image: image479.png]


<[image: image481.png]


. Разобьем этот отрезок на n частей точками  [image: image483.png]


=𝑥0<𝑥1<𝑥2<…<𝑥n=b. На каждом из час​тичных отрезков [image: image485.png]


𝑖-1 ≤  𝑥 ≤  𝑥𝑖  (𝑖=1, 2, 3, ... 𝑛)возьмем произвольную точку 𝑐𝑖, и составим сумму:   

[image: image487.png]


(𝑐1)∆𝑥1 +[image: image489.png]


(𝑐2)∆𝑥2 +[image: image491.png]


(𝑐3)∆𝑥3 + . . . +[image: image493.png]


(𝑐𝑛)∆𝑥𝑛=  [image: image495.png]


 (𝑐𝑖)∆𝑥𝑖
где ∆𝑥𝑖=𝑥𝑖 - 𝑥𝑖-1.  Эта  сумма  носит  название  интеграль​ной суммы  функции [image: image497.png]f(x)



на отрезке [image: image499.png]


≤[image: image501.png]


 ≤[image: image503.png]


.

Геометрически каждое     слагаемое инте​гральной суммы равно пло​щади прямоугольника с ос​нованием ∆𝑥𝑖 и высотой[image: image505.png]


(𝑐𝑖), а вся сумма равна пло​щади «ступенчатой фигуры», получающейся объединени​ем всех указанных выше прямоугольников.

Очевидно,   что   при все​возможных разбиениях от​резка   [image: image507.png]


≤[image: image509.png]


 ≤[image: image511.png]


   на   части   по​лучим  различные интегральные суммы, а следовательно, и различные «ступенчатые фигуры».

Будем увеличивать число точек разбиения так, что​бы длина наибольшего  из  отрезков  𝑥𝑖-1  ≤ 𝑥 ≤  𝑥𝑖стреми​лась   к

нулю. Во многих случаях при таком разбиении интегральная сумма будет стремиться к некоторому ко​нечному пределу, не зависящему ни от способа, каким выбираются точки деления 𝑥𝑖, ни от того, как выбира​ются промежуточные точки 𝑐𝑖.


Этот предел и называется определенным интегралом от функции [image: image513.png]f(x)



 на отрезке[image: image515.png]


≤[image: image517.png]


 ≤[image: image519.png]


.


Определенным интегралом от функции [image: image521.png]f(x)



на отрез​ке [image: image523.png]


≤[image: image525.png]


 ≤[image: image527.png]


 называется предел, к которому стремится ин​тегральная сумма при стремлении к нулю длины наи​большего частичного интервала. Он обозначается символом [image: image529.png][2F
() da



 и читается «интеграл от а до b от функции [image: image531.png]f(x)



 по 𝑑𝑥» или, короче, «интеграл от𝑎 до 𝑏 от [image: image533.png]f(x)



𝑑𝑥». 


По определению,

[image: image535.png][2 f(x) dx = lim .




(𝑐𝑖)∆𝑥𝑖






∆𝑥𝑖→0

Число 𝑎 называется нижним пределом интегрирова​ния, число 𝑏 — верхним; отрезок  [image: image537.png]


≤[image: image539.png]


 ≤[image: image541.png]


 — отрезком ин​тегрирования.


Заметим, что всякая непрерывная на отрезке [image: image543.png]


≤[image: image545.png]


 ≤[image: image547.png]


 функция [image: image549.png]f(x)



 интегрируема на этом отрезке.


Если интегрируемая на отрезке [image: image551.png]


≤[image: image553.png]


 ≤[image: image555.png]


 функция [image: image557.png]f(x)



 неотрицательна, то определенный интеграл [image: image559.png][2F
() da



 численно равен площади S криволинейной трапеции 𝑎AB𝑏, ограниченной графиком функции 𝑦=[image: image561.png]f(x)



, осью абсцисс и прямыми𝑥=𝑎 и 𝑥=𝑏 (рис. 52), т. е. S =[image: image563.png][2F
() da



. В этом заключается геометрический смысл определенного интеграла.

Непосредственное вычисление определенного интегра​ла. 
Для вычисления определенного интеграла, когда можно найти соответствующий неопределенный инте​грал, служит формула Ньютона — Лейбница.

[image: image564.png]2
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То есть определенный интеграл равен разности значении любой первообразной функции при верхнем и нижнем пределах интегрирования.


Из этой формулы виден порядок вычисления определенного интеграла:

1) найти неопределенный интеграл от данной функции;

2) в полученную первообразную подставить вместо аргумента сначала верхний, затем нижний предел интеграла;

3) из результата подстановки из  верхнего предела вычесть результат подстановки нижнего предела

Пример 1.Вычислить интеграл

[image: image565.png]



Решение. Применив указанное правило, вычислим данный определенный интеграл:

[image: image566.png]=

x
f xdx = |1/-1/2=
i




[image: image567.png]wie





Пример 2. Вычислить интеграл
[image: image568.png]ole




Решение. Воспользуемся определением степени с дробным и отрицательным показателем и вычислим оп​ределенный интеграл:

[image: image569.png]e
mizs(\@—ﬁ): 3(2-1)=3





Вычисление определенного интеграла методом под​становки. 
Вычисление определенного интеграла методом подстановки состоит в следующем:

1) часть под интегральной функции заменить новой переменной;

2) найти новые пределы определенного интеграла;

3) найти дифференциал от обеих частей замены;

4) все подынтегральное выражение выразить через новую переменную (после чего должен получиться таб​личный интеграл);

5) вычислить полученный определенный интеграл.

Приложение определенного интеграла к решению различных прикладных задач.
Понятие опре​деленного интеграла широко применяется для вычисления различных геометрических и физических величин. 
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Площади плоских фигур. Площадь криволинейной  трапеции 𝑎АВ𝑏 (рис. 53), ограниченной графиком непрерывной функции 𝑦=𝑓(𝑥) (где 𝑎 ≤𝑥≤𝑏), отрезком 𝑎𝑏 оси О𝑥 и отрезками прямых 𝑥=𝑎 и 𝑥=𝑏, вычисляется по формуле [image: image572.png][1), rae 1= f7 f(x)dx.
()




Пример 3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной гиперболой 𝑥𝑦=1, осью О𝑥 и прямыми 𝑥=1 и 𝑥=𝑒 (рис. 54).

Решение. Применяя формулу (1), получаем

[image: image573.png]1
f—dx:xn\x\i:xne—xn1:1—o:1;s:ue.ea.
x




Пример 4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболой 𝑦=𝑥², прямыми𝑥=-1, 𝑥=2 и осью абсцисс (рис. 55)
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Решение. Применяя формулу (1), получаем

[image: image575.png]



Площадь фигуры ABCD (рис. 56), ограниченной гра​фиками непрерывных функций 𝑦=𝑓1(𝑥) и 𝑦=𝑓2(𝑥) (где 𝑎 ≤𝑥≤𝑏) и отрезками прямых 𝑥 = 𝑎 и 𝑥=𝑏, вычисляется по формуле

[image: image576.png]2
s = [1],me1:J’(f;(x)*fz(ﬂ)dx- @




Пример 5. Вычислить площадь фигуры, ограничен​ной кривой 𝑦 = 6𝑥 - 𝑥² - 5 и осью О𝑥 (рис. 57).

Решение. Найдем пределы интегрирования, т. е. абсциссы точек пересечения графиков функций 𝑦 = 6𝑥 - 𝑥² - 5 и 𝑦 = 0 (ось О𝑥). Для этого решим систему

[image: image577.png]



Имеем 𝑦 = 6𝑥 - 𝑥² - 5 =0, 𝑥² - 6𝑥 + 5 = 0, 𝑥₁,₂=3±[image: image579.png]


 = 3 ± 2; 𝑥₁ = 1, 𝑥₂ = 5.

Теперь найдем искомую площадь по формуле (2)
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Дифференциальные уравнения первого порядка с разделяющимися переменными.
Обыкновенные дифференциальные уравнения. Дифференциальным уравнением называется уравнение, связывающее между собой независимую переменную x, искомую функцию y и её производные или дифференциалы.
Символически дифференциальное уравнение записывается так:

F(x,y,y')=0, F(x,y,y")=0, F(x,y,y',y",.., y(n))=0
Дифференциальное уравнение называется обыкновенным, если искомая функция зависит от одного независимого переменного.

Решением дифференциального уравнения называется такая функция [image: image582.png]y=g@x



, которая обращает это уравнение в тождество.Порядком дифференциального уравнения называется порядок старшей производной, входящей в это уравнение

Пример 1.Рассмотрим дифференциальное уравнение первого порядка[image: image583.png]xy' -5

0.



Решением этого уравнения является функция y = 5 lnx. Действительно, [image: image584.png]


, подставляя y' в уравнение, получим [image: image585.png]


 – тождество.

Это  значит, что функция y = 5 ln x– есть решение этого дифференциального уравнения.

Пример 2. Рассмотрим дифференциальное уравнение второго порядка y" - 5y' +6y = 0. Функция [image: image586.png]


 – решение этого уравнения.

Действительно, [image: image587.png]12¢™




.Подставляя эти выражения в уравнение, получим: [image: image588.png]126
5:6e™ +
6
2




,[image: image589.png]126% - 302 + 186%™




 – тождество.А это и значит, что функция [image: image590.png]


 – есть решение этого дифференциального уравнения.

Общим решением дифференциального уравнения называется функция вида [image: image591.png]y =@y




,в которую входит столько независимых произвольных постоянных, каков порядок уравнения.  Частным решением дифференциального уравнения называется решение, полученное из общего решения при различных числовых значениях произвольных постоянных. Значения произвольных постоянных находится при определённых начальных значениях аргумента и функции.

График частного решения дифференциального уравнения называется интегральной кривой.

Пример 1.Найти частное решение дифференциального уравнения первого порядка
xdx + ydy = 0, если y = 4 при x = 3.

Решение. Интегрируя обе части уравнения, получим [image: image592.png]



Замечание. Произвольную постоянную С, полученную в результате интегрирования, можно представлять в любой форме, удобной для дальнейших преобразований. В данном случае, с учётом канонического уравнения окружности произвольную постоянную С удобно представить в виде [image: image593.png]


.

[image: image594.png]y=tfCT -2



 - общее решение дифференциального уравнения.

Частное решение уравнения, удовлетворяющее начальным условиям y = 4 при x = 3 находится из общего подстановкой начальных условий в общее решение: 32 + 42= C2; C=5.

Подставляя С=5 в общее решение, получим x2 +y2 = 52.

Это есть частное решение дифференциального уравнения, полученное из общего решения при заданных начальных условиях.

Пример 2. Найти общее решение дифференциального уравнения [image: image595.png]


 Решением этого уравнения является всякая функция вида [image: image596.png]


, где С – произвольная постоянная. Действительно, подставляя в уравнения [image: image597.png]


, получим: [image: image598.png](5=



, [image: image599.png]


.

Следовательно, данное дифференциальное уравнение имеет бесконечное множество решений, так как при различных значениях постоянной С равенство [image: image600.png]


 определяет различные решения уравнения [image: image601.png]


.  Например, непосредственной подстановкойможно убедиться, что функции [image: image602.png]


являются решениями уравнения [image: image603.png]


.

Задача, в которой требуется найти частное решение уравнения y' = f(x,y)  удовлетворяющее начальному условию y(x0) = y0, называется задачей Коши.

Решение уравнения y' = f(x,y), удовлетворяющее начальному условию, y(x0) = y0, называется решением задачи Коши.

Решение задачи Коши имеет простой геометрический смысл. Действительно, согласно данным определениям, решить задачу Коши y' = f(x,y)  при условии y(x0) = y0,, означает найти интегральную кривую уравнения y' = f(x,y)  которая проходит через заданную точку M0(x0,y0).

Дифференциальные уравнения первого порядка. Дифференциальным уравнением первого порядка называется уравнение вида F(x,y,y') = 0.В дифференциальное уравнение первого порядка входит первая производная и не входят производные более высокого порядка.

Уравнение y' = f(x,y) называется уравнением первого порядка, разрешённым относительно производной.

Общим решением дифференциального уравнения первого порядка называется функция вида [image: image604.png]y=@xC



, которая содержит одну произвольную постоянную.

Пример 3. Рассмотрим дифференциальное уравнение первого порядка [image: image605.png]


.

Решением этого уравнения является функция [image: image606.png]


.

Действительно, заменив в данном уравнении, [image: image607.png]


 его значением, получим

[image: image608.png]


 [image: image609.png]- Cax

31,



 то есть 3x=3x
Следовательно, функция [image: image610.png]


 является общим решением уравнения[image: image611.png]


 при любом постоянном С.

Найти частное решение данного уравнения, удовлетворяющее начальному условию y(1)=1 Подставляя начальные условия x = 1, y =1  в общее решение уравнения [image: image612.png]


, получим [image: image613.png]


 откуда C = 0.

Таким образом, частное решение получим из общего [image: image614.png]


 подставив в это уравнение, полученное значение C = 0 [image: image615.png]


 [image: image616.png]


 – частное решение.

Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными. Дифференциальным уравнением с разделяющимися переменными называется уравнение вида:y'=f(x)g(y) или через дифференциалы [image: image617.png]&
Y _ f(xlely)
o SFlxlgly



, где f(x)  и g(y)– заданные функции.
Для тех y, для которых [image: image618.png]glyl=0



, уравнение y'=f(x)g(y) равносильно уравнению, [image: image619.png]


 в котором переменная y присутствует лишь в левой части, а переменная x- лишь в правой части. Говорят, «в уравнении y'=f(x)g(y разделим переменные».

Уравнение вида [image: image620.png]


 называется уравнением с разделёнными переменными.

Проинтегрировав обе части уравнения [image: image621.png]


 по x, получим

 G(y) = F(x) + C– общее решение уравнения, где G(y) и F(x) – некоторые первообразные соответственно функций [image: image622.png]


 и f(x), C - произвольная постоянная.

Алгоритм решения дифференциального уравнения первого порядка с разделяющимися переменными
1.Производную функции переписать через её дифференциалы  [image: image623.png]



2.Разделить переменные.

3.Проинтегрировать обе части равенства, найти общее решение.

4.Если заданы начальные условия, найти частное решение.

Пример 4.Решить уравнение y' = xy
Решение. Производную функции y' заменим на 

[image: image624.png]


 [image: image625.png]



разделим переменные 

[image: image626.png]


 

[image: image627.png]



проинтегрируем обе части равенства:

[image: image628.png]


         

Ответ: [image: image629.png]y=Ce?




Пример 5.
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 – произвольная постоянная.

Пример 6.
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 получаем [image: image642.wmf](
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,где [image: image643.wmf]C

 - произвольная положительная постоянная. 

     Произвольная постоянная записана в форме [image: image644.wmf]ln

C

 для удобства записи формы общего решения.

Далее, используя свойства логарифмов, из последнего равенства получаем 

[image: image645.wmf](
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Отсюда [image: image646.wmf](
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Отрицательные и неотрицательные решения охватываются одной формулой: [image: image648.wmf](
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, [image: image649.wmf]C

- произвольная постоянная. 

Ответ.  [image: image650.wmf](
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; [image: image651.wmf]C

 - произвольная постоянная.

Пример 7. 

Решить уравнение [image: image652.wmf]0

xdxydy
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. 

Решение.      Интегрируя, находим [image: image653.wmf]222
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. Здесь постоянная   интегрирования обозначена  [image: image654.wmf]2

/2
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, так как левая часть последнего ра​венства неотрицательна. Умножая последнее равенство на 2, получаем [image: image655.wmf]222
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. Это  уравнение семейства концентрических окружностей с центром в начале координат и радиусом [image: image656.wmf]C

.

Пример 8.

Решить уравнение [image: image657.wmf]xdyydx

=

. 

Решение.

Разделяя переменные, получим: [image: image658.wmf]dydx

yx
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.                                                                                                                                                                                                                                                                            
     Интегрируя последнее уравнение, будем иметь: [image: image659.wmf]lnlnln
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, где [image: image660.wmf]0
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. Здесь произвольная постоянная записана как [image: image661.wmf]ln
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для удобной записи общего решения. Используя формулу для суммы логарифмов и потенцируя последнее равенство, получим [image: image662.wmf]yCx
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. Если считать [image: image663.wmf]0
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, то это решение можно записать [image: image664.wmf]yCx
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. Это же решение описывается равенством [image: image665.wmf]yCx
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, в котором [image: image666.wmf]C

 произвольная постоянная любого знака. Это семейство прямых,  проходящих через начало координат. 

Пример 9.

Решить задачу Коши

[image: image667.wmf](
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Решение.
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[image: image670.wmf](
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[image: image672.wmf](
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[image: image673.wmf]2
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[image: image674.wmf](
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 – общее решение уравнения.

      Найдем частное решение, удовлетворяющее условию [image: image675.wmf](
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Подставим найденное значение: [image: image679.wmf](
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  – решение задачи Коши.

Числовые ряды. Признаки сходимости числового ряда по Даламберу.
Числовой ряд – это выражение вида: a1 + a2 + . . . + an + . . . 

Числа а1, a2 …an. . . называются членами ряда.

Они образуют бесконечную последовательность.

Общий член ряда – это член anс производным номером.

Сокращённо ряд обозначается: 
[image: image683.wmf]å
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.

Частичные суммы ряда – это суммы конечного числа членов ряда.

s1 = an, s2 = a1+a2, s3=a1+a2+a3, . . .sn = a1+a2+ . . . +аn.
Сходящейся ряд – это ряд, у которого последовательность его частичных сумм имеет конечный предел при 
[image: image684.wmf]¥
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; 
[image: image685.wmf]S
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Сумма ряда  - это число s, к которому сходится последовательность частичных сумм: 
[image: image686.wmf]=
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[image: image687.wmf]å
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Ряд называется расходящимся, если такой предел
[image: image688.wmf]n
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не существует или бесконечен.

Необходимый признак сходимости.
Если ряд 
[image: image689.wmf]å

¥

=

1

n

n

a


[image: image690.wmf]сходится, то общий член ряда 
[image: image691.wmf]n
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 стремится к нулю при неограниченном возрастании n (при
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Следствие. Если 
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[image: image695.wmf]å
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 расходится.

Пример 1.

Исследовать на сходимость ряд 
[image: image696.wmf]...
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Решение: Найти  
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– предел отличен от нуля. Следовательно, данный ряд расходится.
Ряд a + aq + aq2 + . . . +aqn-1 + . . ., составленной из бесконечной геометрической прогрессии со знаменателем q и первым членом  a[image: image698.wmf]0

¹

,  называется геометрическим рядом. Если q>1, то геометрический ряд расходится, если 
[image: image699.wmf]1
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–сходится (при этом его сумма S находится по формуле 
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Ряд  
[image: image701.wmf]å
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  ,называется гармоническим. Гармонический ряд расходится.

Ряд [image: image702.wmf]...

1

...

3

1

2

1

1

1

1

+

+

+

+

+

=

å

¥

=

p

p

p

n

p

n

n

 называется рядом Дирихле. Этот ряд сходится при
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Признаки сходимости рядов с положительными членами.

Положительный ряд-это ряд, члены которого положительны.

1-й признак сравнения

Пусть [image: image705.wmf]å
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– ряды с положительными членами, причем [image: image707.wmf]£
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для всех номеров n, начиная с некоторого, тогда:
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¥

=

1

n

n

a

 ;

2)если ряд [image: image711.wmf]å
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2-й признак сравнения

Пусть [image: image713.wmf]å
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 – ряды с положительными членами, причем существует конечный и отличный от нуля предел [image: image715.wmf][image: image716.wmf]n

n

n

b

a

lim

¥

®


Тогда ряды [image: image717.wmf]å
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сходятся или расходятся одновременно.

При использовании 1-ого или 2-ого признака сравнения, как правило, сравнивают исходные ряд с соответствующим рядом Дирихле. При этом часто используют эквивалентность следующих малых последовательностей 
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Пример 2.

Исследовать сходимость ряда, применяя признак сравнения:
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Решение:

1) Находим[image: image722.wmf]0
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.Необходимый признак сходимости выполняется. Сравним данный ряд с обобщенным гармоническим рядом, рядом Дирихле [image: image723.wmf]...
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 выполняется неравенство 
[image: image725.wmf]2
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, следовательно ряд сходится.

2) Для всех [image: image726.wmf]2
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выполняется неравенство[image: image727.wmf]n
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, следовательно ряд расходится.

Признак Даламбера.

Если для ряда с положительными членами [image: image728.wmf])
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выполняется условие [image: image729.wmf]l
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 , то ряд сходится при l<1 и расходится при l>1.

Признак Даламбера не дает ответа, если l=1 этом случае для исследования ряда применяются другие методы.

Пример 3.

Исследовать на сходимость ряд:
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Решение:
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Ряд сходится.
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Ряд сходится.
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Ряд расходится.

Разложение подынтегральной функции в ряд. Степенные ряды Маклорена.

Рядом Тейлора для функции называется степенной ряд вида 

[image: image736.wmf](
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Если a=0, то получим частный случай ряда Тейлора

[image: image737.wmf])
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который называется рядом Маклорена.
Для разложения функции в ряд Маклорена необходимо:

1)вычислить значения функции и её производных в точке x=0, т.е. f(0),f’(0),f”(0),…[image: image738.wmf]);

0

(

)

(

n

f


2)составить ряд Маклорена, подставив значения функции и ее последовательных производных в формулу

[image: image739.wmf]...
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3)найти промежуток сходимости полученного ряда по формуле

[image: image740.wmf]1
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Пример 1.

Разложить в ряд Маклорена функцию:[image: image741.wmf]x
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Решение: Вычислим значение функции и ее производных при x=0;
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Заметим, что производные четного порядка [image: image746.wmf]0
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Подставив эти значения в формулу (2), получим разложение синуса в ряд Маклорена:
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Определим промежуток сходимости полученного ряда 
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т.е. ряд сходится в промежутке 
[image: image750.wmf]¥
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Раздел 4 Основы теории вероятности и математической статистики
Понятие комбинаторной задачи. Факториал числа. Виды соединений: размещения, перестановки, сочетания и их свойства.

Задачи, при решении которых приходится составлять различные комбинации из конечного числа элементов и производить подсчет числа всех возможных таких комбинаций, называются комбинаторными.

Этот раздел математики находит широкое практическое применение во многих вопросах естествознания и техники. 

Размещения. Пусти имеется множество, содержащее nэлементов. Каждое его упорядоченное подмноженство, содержащее по mэлементов, называется размещением из nэлементов по mэлементов.

Из определения вытекает, что [image: image752.png]


 и что размещения из nэлементов поm – это все m- элементы подмножества, отличающиеся составом элементов или порядком их следования.

Число размещений из nэлементов по mэлементов в каждом обозначают [image: image754.png]


 и вычисляют по формуле

[image: image755.png]Ay =n(n—-1)(n—2)..(n—m+ 1).




Число размещений из nэлементов по mэлементов в каждом равно произведению mпоследовательно убывающих натуральных чисел, из которых большее есть n. 

Для кратности произведение первых nнатуральных чисел принято обозначать n!               (n-факториал):

[image: image756.png]



Условились считать, что [image: image758.png]



Пример 1. Сколькими способами из группы, включающей 25 учащихся, можно выбрать актив группы в составе старосты, комсорга и профорга?

Решение. Состав актива группы является упорядоченным множеством  из 25 элементов по три элемента. Значит, искомое число способов равно числу размещений из 25 элементов по три элемента в каждом:

[image: image759.png]A%, =25-24-23 = 13800,




Или         [image: image761.png]25
A3 = ooy = 73 = 232425 = 13800,





Пример 2. Перед выпуском группа учащихся в 30 человек обменялась фотокарточками. Сколько всего было роздано фотокарточек?


Решение. Передача фотокарточки одним учащимся другому есть размещение из 30 элементов по два элемента. Искомое число фотокарточек равно числу размещений из 30 элементов по два элемента в каждом:

[image: image762.png]




Перестановки. Размещения из nэлементов поnэлементов называются перестановками изnэлементов.


Из определения следует, что перестановки являются частным случает размещений. Так как каждая перестановка содержит все nэлементов множества, то различные перестановки отличаются друг от друга только порядком элементов.


Число перестановок из nэлементов данного множества обозначают  

[image: image763.png]



Пример 3. Сколько четырехзначных чисел можно составить из цифр 1, 2, 3, 4 без повторений?

Решение. По условию дано множество из четырех элементов, которые требуется расположить в определенном порядке. Значит требуется найти количество перестановок из четырех элементов:

[image: image765.png]P,=1-2-3-4=24



,

Т.е из цифр 1, 2, 3, 4 можно составить 24 четырехзначных числа (без повторений цифр).


Пример 4. Сколькими способами можно рассадить 10 гостей по десяти местам за праздничным столом?


Решение. Искомое число способов равно числу перестановок из десяти элементов :

[image: image766.png]P, = 10! = 3628800




Сочетания. Пусть имеется множество, состоящее из nэлементов. Каждое его подмножество, содержащее mэлементов, называется сочетанием из nэлементов по mэлементов.

Таким образом, сочетания из nэлементов по m элементов – это все m-элементные подмножества n-элементного множества, причем различными подмножествами считаются только те, которые имеют неодинаковый состав элементов.

Подмножества, отличающиеся друг от друга порядком следования элементов, не считаются различными.

Число подмножеств по m элементов в каждом, содержащихся во множестве n элементов, т.е. число сочетаний из n элементов по m элементов в каждом, обозначают [image: image768.png]


и вычисляют по формуле

[image: image770.png]=3
gt



или[image: image772.png]min—m)!




Число сочетаний [image: image774.png]


обладает следующим свойством: 

[image: image775.png]



Так, 

[image: image776.png]78-77-76
1-2-3

=76076





Пример 5. Сколько всего игр должны провести 20 футбольных команд в однокруговом чемпионате?

Решение. Так как игра любой командыАс командой В совпадает с игрой команды В с командой А, то каждая игра есть сочетание из 20 элементов по 2. Искомое число всех игр равно числу сочетаний из 20 элементов по 2 элемента в каждом:

[image: image777.png]



Пример 6. Сколькими способами можно распределить 12 человек по бригадам, если в каждой бригаде по 6 человек?

Решение. Состав каждой бригады является конечным множеством из 12 элементов по 6. Значит, искомое число способов равно числу сочетаний из 12 элементов по 6 в каждом:

[image: image778.png]



Случайный экспенримент, элементарные исходы. Определение вероятности.

 Теория вероятностей – это математическая наука, которая изучает закономерности в случайных событиях. К основным понятиям теории вероятности относятся испытания и события.

Под испытанием (опытом) понимают реализацию данного комплекса условий, в результате которого непременно произойдет какое-либо событие.

Например, бросание монеты – испытание; появление герба или цифры – событие. 

Случайным событием называется событие, связанное с данным испытанием, которое при осуществлении испытания может произойти, а может и не произойти. Слово «случайное» для краткости часто отпускают и говорят просто «событие». Например, выстрел по цели – это опыт, случайные события в этом опыте – попадание в цели или промах.

Событие в данных условиях называется достоверным, если в результате опыта оно непременно должно произойти, и невозможным, если оно заведомо не произойдет.

Например, выпадение не более шести очков при бросании одной игральной кости – достоверное событие; выпадение десяти очков при бросании одной игральной кости – невозможное событие.


События называются несовместными, если никакие два из них не могут появиться вместе. Например, попадание и промах при одном выстреле – это несовместные события.


Говорят, что несколько событий в данном опыте образуют полную систему событий, если в результате опыта непременно должно произойти хотя бы одно из них. Например, при бросании игральной кости события, состоящие в выпадении одного, двух, трех, четырех, пяти и шести очков, образуют полную систему событий.


События называются равновозможными,  если ни одно из них не является объективно более возможным, чем другие. Например, при бросании монеты выпадение герба или числа – событие равновозможные.


Каждое событие  обладает какой - то степенью возможности. Числовая мера степени объективной возможности события – это вероятность события. Вероятность события А обозначается Р(А).

Пусть из системы  n несовместных равновозможных исходов испытаний m исходов благоприятствуют событию  А.тогда вероятность события   А называют отношение mчисла исходов, благоприятствующих событию  А, к числу всех исходов данного испытания:

P(A) = m/n
Эта формула носит называние классического определения вероятности.


Если В – достоверное событие, то m=n и P(B)=1; если С – невозможное событие, то m=0 и P(C)=0; если А – случайное событие, то m[image: image780.png]


n и P(A) [image: image782.png]


1.


Таким образом, вероятность события заключается в следующих пределах:  0[image: image784.png]


P(A)[image: image786.png]


1.

Пример 7. Игральную кость подбрасывают один раз. Найти вероятность событий: А – появление четного числа очков; В – появление не менее пяти очков;  С – появление не более пяти очков.

Решение. Опыт имеет шесть равновозможных независимых исходов (появление одного, двух, трех, четырех, пяти, и шести очков), образующих полную систему.


Событию А благоприятствуют  три исхода (выпадение двух , четырех, шести очков), поэтому Р(А)=3/6=1/2; событию В – два исхода(выпадение пяти и шести очков), поэтому Р(В)=2/6=1/3; событию С – пять исходов (выпадение одного, двух, трех, четырех и пяти очков), поэтому Р(С)=5/6.


При вычислении вероятности часто приходится использовать формулы комбинаторики.


Рассмотрим примеры непосредственного вычисления вероятностей.

Пример 8. В урне находится  7 красных и 6 синих шаров. Из урны одновременно вынимают два шара. Какова вероятность того, что оба шара красные (событие А)?

Решение. Число равновозможных независимых исходов равно 

[image: image787.png]



Событию А благоприятствуют [image: image789.png]


 Исходов. Следовательно, Р(А) = [image: image791.png]2%23:22:21-20°13
Toseie

134 59,




Подсчитаем число исходов m, благоприятствующих событию В. Среди шести взятых наугад деталей должно быть 2 бракованных из 4 стандартных. Две бракованные детали из пяти можно выбрать[image: image793.png]13181718

T23s

3876



способами.

Каждая комбинация бракованных деталей, поэтому m=3876*10=38760. Следовательно, 
[image: image794.png]38760 _ 510
134596 1771

P(B) =

3.




Пример 9. Девять различных книг расставлены на удачу на одной полке. Найти вероятность того, что четыре определенные книги окажутся поставленными рядом (событие С).

Решение. Здесь число равновозможных независимых исходов есть n=[image: image796.png]


Подсчитаем число исходов m, благоприятствующих событию С. Представим себе, что четыре определенные книги связаны вместе, тогда эту связку можно расположить на полке [image: image798.png]


=6! Способами (связка плюс остальные пять книг). Внутри связки четыре книги можно переставлять [image: image800.png]


 способами. При этом каждая комбинация внутри связки может сочетаться с каждым из [image: image802.png]


 способов образования связки, т.еm=6!*4!. Следовательно, 

Р(С) =[image: image804.png]



Теоремы сложения и умножения вероятностей.
Вероятностью события А называется отношения числа исходов m, благоприятствующих наступлению данного события А, к числу n всех исходов, т.е.

[image: image806.png]P(A) =m/



n[image: image808.png](0=pPA) =1




Если А – невозможное событие, то Р(А)=0.

Если  А- достоверное событие, то Р(А)=1.

Пример 10. В лотерее из 1000 билетов имеются 200 выигрышных. Внимают наугад один билет m=200. Согласно формуле (1) получим Р(А)=200/1000=0,2.

Теорема 1.Вероятность суммы двух несовместных событий А и В равна сумме вероятностей этих событий:

Р(А+В)=Р(А)+Р(В).

Следствие. Сумма вероятностей противоположных событий равна единице, т.е.

Р(А)+Р(А)=1.

Пример 11. Найти вероятность выпадения цифры 2 или 3 при бросании игральной кости.

Решение. Событие А – выпадение цифры 2, вероятность этого события Р(В)=1/6.

Событие В – выпадение цифры 3, вероятность этого события Р(В)=1/6.

События несовместные, поэтому

Р(А+В)=Р(А)+Р(В)=1/6+1/6=2/6=1/3.

Теорема 2. Вероятность произведения двух зависимых событий А и В равна произведению вероятностей этих событий:

Р(А и В)=Р(А*В)=Р(А)*Р(В).

Пример 12. Вероятность попадания в мишень одного стрелка равна 0,65 , а второго 0,6. Определить вероятность поражения мишени одновременно двумя стрелками.

Решение. Событие А - поражение мишени первым стрелком.

Событие В – поражения мишени вторым стрелком.

Событие (А*В) – одновременно поражение мишени двумя стрелками

Р(А*В)=Р(А)*Р(В)=0,65*0,6=0,39

Теорема 3. Вероятность произведения двух зависимых событий А и В равна произведению одного из них на условную вероятность второго, вычисленную при условии, что первое событие осуществилось.

Р(А и В)=Р(А*В)=Р(А)*Р(В/А).

Пример 13. В группе  из 20 человек 5 студентов не подготовили задание. Какова вероятность того, что два первых студента, вызванных наугад, будут не готовы к  ответу?

Решение. Вероятность того, что первый студент не готов к ответу Р(А)=5/20, вероятность того, что и второй студент так же неподготовлен Р(В/А)=4/19, следовательно:

Р(А*В)=Р(В/А)=5/20*4/19=20/380=1/19.

Теорема 4. Вероятность появления хотя бы одно8го из двух совместных событий равна сумме вероятностей этих событий без вероятности из совместного наступления.

Р(А+В)=Р(А)+Р(В)-Р(А*В).

(Произведение этих событий – совместное наступление этих событий).

Пример 14. В примере 2 определить вероятность поражения мишени при одновременных выстрелах двух стрелков.

Решение. При стрельбе возможно попадание в мишень двумя стрелками, Р(А*В)=0,39

Р(А+В)=Р(А)+Р(В)-Р(А*В)=0,65+0,6-0,39=0,86.

Теорема 4. Вероятность появления хотя бы одного из событий [image: image810.png]Ay Ay



…….., [image: image812.png]


, независимых в совокупности, равна разности между единицей и произведением вероятностей противоположных событий[image: image814.png]Ay Ay



…….., [image: image816.png]


 т,е.

Р([image: image818.png]Ay +d, +



…….+ [image: image820.png]


 = 1 – Р([image: image822.png]41)P(4;) .. P(4,)




Пример 16. Вероятность попадания в цель при стрельбе из трех орудий такова: [image: image824.png]P, =0,75; P, =08; P; = 085.




Какова вероятность хотя бы одного попадания (Событие А) при одном залпе из всех орудий?

Решение.[image: image826.png]A, — nonadaxue eepeviv cmpeixom, Ay —



не попадание первым стрелком.

[image: image827.png]P(A))=1-P(A)=

—0,75=10,25




[image: image828.png]P(A,)

1-P(4,)=1-08=02




[image: image829.png]P(d;) =1—-P(4;)

—085=0,15




[image: image830.png]P{A) =1—-P(ADP(A)P(A3) =

0,25+0,2+0,5=0,9925




Формула полной вероятности. Формула Бернулли.
Следствием теорем сложения и умножения вероятностей является так называемая формула полной вероятности
[image: image832.png]


 Р(H1)*P(A|H1)+P(H2)*P(A|H2)+…+P(Hn)*P(A|Hn).
  В приложениях теории вероятностей во многих случаях приходится иметь дело с различными стандартными схемами. Одна из таких схем – так называемая схема независимых испытаний с двумя исходами или, как часто называют её, схема Бернулли. 


Pk,n=pkqn-k+pkqn-k+…+pkqn-k= Cknpkqn-k,







Сkn раз


которая  при а=q и b=p  запишется в виде: (q+p)n=qn+C1nqn-1p+C2nqn-2p2+… +Cn-2nq2pn-2+Cn-1nqpn-1+pn.

Это равенство подтверждается еще и тем, что сумма вероятностей всех элементов пространства элементарных событий равна 1. 
Пример 1.Вероятность попадания в мишень при одном выстреле для данного стрелка равна 0,7 и не зависит от номера выстрела. Найти вероятность того, что при 5 выстрелах произойдет ровно 2 попадания в мишень. Поскольку p=0,7,то q=-1-0,7=0,3.По условию n=5, k=2/ По формуле Бернулли находим


P2,5=C25p2q3=
[image: image833.wmf]2

1

4

5

×

×

(0,7)2*(0,3)=10*0,49*0,027=0,1323.

Пример 2. Вероятность изготовления на станке стандартной детали равна 0,9. Найти вероятность того, что из 6 взятых деталей 5 окажется стандартными.


Решение: Из условия задачи следует что может произойти любая комбинация независимых событий, поэтому , если событие А состоит в том, что деталь окажется стандартной, то p=0,9, а q=0,1.


Следовательно, искомая вероятность по формуле Бернулли будет


P5,6=C56
[image: image834.wmf]×

 (0,9)5
[image: image835.wmf]×

(0,1)6-5=6
[image: image836.wmf]×

(0,9)5
[image: image837.wmf]×

0,1
[image: image838.wmf]»

0,354.

Пример 3. Двадцать учащихся , уезжающих в студенческий строительный отряд, пришли сдавать экзамен по математике досрочно. Шестеро из них подготовились отлично , восемь хорошо, четыре удовлетворительно , а двое совсем не подготовились- понадеялись , что все помнят. В билетах 50 вопросов. Отлично подготовившиеся учащиеся могут ответить на все 50 вопросов, хорошо – на 40, удовлетворительно – на 30 и не подготовившиеся -10 вопросов . Приглашенный учащийся ответил правильно на все три заданных ему вопроса. Найти вероятность того, что он отлично подготовился к экзамену.
· Обозначим события:

Н1-«приглашен учащийся, подготовившийся отлично»

[image: image839.wmf]
Н2-«приглашен учащийся , подготовившийся хорошо»,

Н3-«приглашен учащийся, подготовившийся удовлетворительно»,

Н4-«приглашен учащийся, не подготовившийся к экзамену»,

А- «приглашенный учащийся ответил на все три вопроса».

Имеем


Р(Н1)=6/20=0,3,    Р(Н2)=8/20=0,4, ; Р(Н3)=4/20=0,2,    Р(Н4)=2/20=0,1,


Р(А|Н1)=1,       Р(А|Н2)=
[image: image840.wmf],
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Р(А|Н3)=
[image: image841.wmf],
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Р(А|Н4)=
[image: image842.wmf].
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Согласно условию задачи требуется найти  Р(Н1|А). Применив формулу Байеса, получим 

Р(Н1|А)=


[image: image843.wmf](
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Пример 4. По цели произведено три последовательных выстрела. Вероятность попадания при первом выстреле p1=0,5,при  втором – p2=0,6,при третьем – p3=0,8. При одном попадании вероятность выражение цели равна 0,4, при двух- 0,7, при трёх- 1,0.Найти вероятность поражения цели при трёх выстрелах.

( Обозначим события:

А-«поражении цели при трёх выстрелах»,

Н1-«одно попадании»,

Н2-«два попадания», 

Н3-«три попадания»,

Н4-«ни одного попадания».
Согласно формуле полной вероятности
Р(A)=P(H1)
[image: image844.wmf]×

 P(A|H1)+P(H2)
[image: image845.wmf]×

P(A|H2)+P(H3)
[image: image846.wmf]×

P(A|H3)+P(H4)
[image: image847.wmf]×


P(A|H4).

Из условия задачи имеем: 
[image: image848.wmf]4
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)

|

(

2

H

A

Р

0,7,




[image: image850.wmf],
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Вычислим вероятности событий Н1,Н2,Н3,Н4. Подчеркнём, что если р1,р2,р3- соответственно вероятности попаданий при первом, втором и третьем выстрелах, то 1-р1,1-р2,1-р3-соответственно вероятности промахов при тех же выстрелах. 
Pk,n=pkqn-k+pkqn-k+…+pkqn-k=Cknpkqn-k,  где Pk,n – биноминальные вероятности.

                      Crn раз

Случайные величины, законы их распределения и числовые характеристики. Математическое ожидание и дисперсия.
Случайной называют величину, которая принимает в результате испытания то или иное возможное значение, заранее неизвестное, меняющиеся от испытания к испытанию и зависящее от случайных обстоятельств.

Дискретной называют такую случайную величину, которая принимает счетное множество значений, т.е такое множество, элементы которого можно подсчитать. Например: количество студентов на занятии, число бракованных деталей в партии, число новорожденных за сутки и т.д.

Законом распределения случайной величины называется соотношение между возможными значениями случайной величины и соответствующими вероятностями.

Схема составления закона распределения случайной величины

1.Записать все возможные значения случайной величины (Xi)

2.Выписать все возможные различные значения [image: image853.png]Xy, X,,




случайной величины и соответствующие им вероятности [image: image855.png]PP, ..





Так как события [image: image857.png]Xy, X,,




попарно несовместны и одно из них обязательно наступает, то [image: image859.png]



Пример 1.Составьте закон распределения количества делителей натурального числа, выбранного наугад из чисел от 1 до 10.

Решение. Запишем все возможные значения случайной величины.

[image: image861.png]X ) umeem odux derumens, X,



 4 числа – два делителя, [image: image863.png]


 3числа – три делителя, [image: image865.png]


 2 числа – четыре делителя

	X
	1
	2
	3
	4

	P
	1/10
	4/10
	2/10
	3/10


[image: image867.png]P(x))=1/



10[image: image869.png]


 10,[image: image871.png]P(X;) =2/



10, [image: image873.png]P(x,) =3/



10

Пример 2.Стрелок, имея 4 патрона, стреляет до первого попадания в цель. Вероятность попадания при каждом выстреле равна 0,6. Построить закон распределения числа использованных патронов.

Решение: Возможные значения случайной величины – числа использованных патронов: 1, 2, 3, 4

[image: image875.png]


 Использован один патрон – попал с первого выстрела (П), Р(П)=0.6

[image: image877.png]


 Использовано два патрона первый раз не попал, второй попал (НП)

Р(НП)=0,4*0,6=0,24

[image: image879.png]


 Использовано три патрона – попал с третьего выстрела (ННП)

Р(ННП)=0,4*0,4*0,6=0,096

[image: image881.png]


 Использовано четыре патрона – попал с четвертого выстрела (ННП),

4. Р(НННП)=0,[image: image883.png]


*0,6=0,0384 или не попал все четыре раза (НННН), Р(НННН)=0,[image: image885.png]


=0,0256,

Р(Х)=0,0384+0,0256=0,064.

Закон распределения имеет вид.

	X
	1
	2
	3
	4

	P
	0,6
	0,24
	0,096
	0,064


Математическое ожидание – некоторое среднее значение, случайной величины около которого сосредоточены все возможные значения случайной величины.

Математическим ожиданием случайной величины Х называется сумма произведений значений случайной величины на соответствующие вероятности и обозначается М(Х): М(Х)=[image: image887.png]Xy XP;



[image: image888.png]M(K) = x1py +23 P20 *Pn = Y,





Свойства математического ожидания:
1) M(X+У)=М(Х)+М(У);

2) Если случайные величины Х и У независимые, то 

М (ХУ)=М(Х)*М(У)

3) Если С – константа, то М(С)=С, М(СХ)=СМ(Х);

4) Если Х≥ 0,  М(Х)≥0
Дисперсией случайной величины называется математическое ожидание квадрата отклонения случайной величины от ее математического ожидания: Д(Х)=М(Х-МХ[image: image890.png])



 

Для вычисления дисперсии используется формула:

Д(Х)=М[image: image892.png](X — (M(X)>.




Дисперсия характеризует отклонение случайной величины относительно математического ожидания.

Средним квадратичным отклонением случайной величины называется корень квадратный из ее дисперсии:

[image: image893.png]VAX)





Пример 3. Случайная величина задана следующим законом распределения

	[image: image894.png]



	-1
	0
	1
	2

	[image: image895.png]



	0,1
	0,3
	0,4
	0,2


Найти математическое ожидание и дисперсию этой величины.

Решение. 

1.Найдем математическое ожидание по формуле

[image: image896.png]MX)=XP,=(-1)*01+0+03+1+04+2+02=-01+04+04=07




2.Дисперсию случайной величины вычислим по формуле Д(Х)=М[image: image898.png](X)) — (M(X))?




Найдем М[image: image900.png](X




	[image: image901.png]



	1
	0
	1
	4

	Р
	0,1
	0,3
	0,4
	0,2


М[image: image903.png](X



=1*0,1+0*0,3+1*0,4+4*0,2=0,1+0,4+0,8=1,3

(М[image: image905.png](X)=
(0,7)* =0,
)49




Д(Х)=1,3-0,49=0,81    
Раздел 5 Основные численные методы

Понятие о численном интегрировании. Формулы численного интегрирования: прямоугольника и трапеций.
При решении многих задач, встречающихся в геометрии, технике, экономике, приходится вычислять определенные интегралы.

Пусть требуется вычислить определенный интеграл

[image: image906.png]ff (x)dx.




Если для подынтегральной функции f(x)найдена первообразная F(x), то интеграл, как известно, можно вычислить по формуле Ньютона-Лейбница:

[image: image907.png][f(dx =F(b)- F(a).



(1)

Однако на практике часто не бывает возможности использовать формулу (1), например, в следующих случаях:

1. если первообразная функция F(x)не выражается в конечном виде через элементарные функции. Это относится, например, к интегралам:

[image: image908.png]b b

. b
fe'  dx, fsm(x)dx, f V1+x°dx;

X
a

a




2. если аналитическое выражение первообразной функции F(x)является настолько сложным, что применение формулы (1) становится затруднительным;

3. если аналитическое выражение подынтегральной функции f(x)неизвестно, а ее значения задаются таблицей или графиком.

Во всех этих случаях возникает необходимость разработки методов, позволяющих вычислить приближенные значения интегралов без применения формулы (1). В настоящее время известно много формул приближенного интегрирования, называемых также квадратурными формулами (формулы вычисления площадей).
Формула прямоугольников. Вывод этой формулы основан на замене определенного интеграла интегральной суммой. Из анализа известно, что

[image: image909.png]JFeodx =lim 3 £ (&)Ax,,




где [image: image910.png]


[image: image911.png]3 &)y,



- интегральная сумма для функцииf(x)на отрезке[a, b].
ξ – внутренняя точка отрезка[a, b].
Если отрезок [a, b] разбить наn равных частей:

а=х0 , х1 , …, хп=b,

то

∆хi = = h.
Число h называется шагом квадратурной формулы. При этом условии получаем:

[image: image912.png]n-1 n-1

ff(x)dx —hmZ f(§)Ax, ~—Z f(&).




Если взять в качестве точек ξiлевые концы частичных отрезков:

f(ξi) = f(хi) (i = 0, 1, …, n-1),
то

[image: image913.png]3 e =22 f ) + )+t fx,)

n




Обозначим f(хi) = уi. Заменяя интеграл интегральной суммой, получим приближенное равенство:

[image: image914.png]b n-1

ff(X)dX Nb—(.)/o Yy tty,) _th,



, (2)

называемое формулой прямоугольников (с левыми ординатами).
Если взять в качестве точек ξiправые концы частичных отрезков:

f(ξi) =f(хi) (i = 1, 2,…, n),
то получим приближенное равенство:

[image: image915.png]b-
jf(x)dx ~—(y1+yz+ +Y,) hZ 17

=1



, (3)

называемое формулой прямоугольников (с правыми ординатами).
Геометрический смысл формулы прямоугольников состоит в том, что криволинейная трапеция заменяется ступенчатой фигурой, составленной из прямоугольников. Приближенное значение интеграла равно площади ступенчатой фигуры.

Пример.Вычислим интеграл[image: image916.png]dx
1+ x



, разбив интервал интегрирования на 10 равных частей (n = 10). Найдем и запишем в таблицу значения подынтегральной функции

у = в точках деления:

	i
	хi
	уi =
	i
	хi
	уi =

	0
	0,0
	1,00000
	6
	0,6
	0,62500

	1
	0,1
	0,90909
	7
	0,7
	0,58824

	2
	0,2
	0,83333
	8
	0,8
	0,55556

	3
	0,3
	0,76923
	9
	0,9
	0,52632

	4
	0,4
	0,71429
	10
	1,0
	0,50000

	5
	0,5
	0,66667
	
	
	


По формуле прямоугольников с левыми ординатами получим:

[image: image917.png]dx
f1+ N—(y0+y1+ +Y,) =0,1 -7,18773 =0,71877
X




По формуле прямоугольников с правыми ординатами получим:

[image: image918.png]& 200 wy, 4y, =0.1-6,68773 =0,66877
-[1+X 10 Yi+Y,*...+y,) =015 -

0





Значение, полученное по формуле (1):

[image: image919.png]1

dx
j =In2 ~0,693147
1+x

0





Мы видим, что формулы прямоугольников дают грубые приближения.

Так как функция у = является убывающей на отрезке [0; 1], то формула прямоугольников с левыми ординатами позволяет получить приближенное значение интеграла с избытком, формула прямоугольников с правыми ординатами – с недостатком.

Абсолютную погрешность rформул прямоугольников (2) и (3) можно оценить по формуле:

[image: image920.png]


(4)

Идея вывода квадратурных формул трапеций и Симпсона:
подынтегральной функции f(x)поставить в соответствие близкую ей функциюgn(x), которую можно проинтегрировать, и приближенно заменить искомый интегралI интегралом от этой функции.

Формула трапеций. Пусть требуется вычислить интеграл

[image: image921.png]ff (x)dx.




Обозначим a = x0 , b = x1.
В качестве аппроксимирующей функции g(x)выберем линейную функцию и произведем замену подынтегральной функцииf(x)по формуле линейного интерполирования

f(x)≈у0 +t(у0,

где

у0=f(x0),у1=f(x1), (у0=у1- у0.

В этом случае

[image: image922.png][7Godx ~ oy, + eay,)a



, (5)

Известно, что t =1
Отсюда х=х0 +th и dx =hdt.
При х = х0 t = 0;
при х =х1 t = 1.

Переходя к новой переменной t, получим:

[image: image923.png]CF0dx ~h [y + tAy,)dt =H) y, + o]
,;”‘ (_)l‘}’rj Yo D.Vo o D’




или

[image: image924.png]b
[T eodx ~h 2o,



(6)

(так как у0 =у1 –у0
Формула (6) называется формулой трапеций.
Ее геометрический смысл состоит в том, что на отрезке [х0;х1] кривая у=f(х)  заменяется отрезком прямой (хордой), т. е. криволинейная трапеция заменяется прямолинейной.

Значение интеграла, вычисленное по формуле (6), будет равно площади трапеции. На рисунке эта площадь заштрихована.

Как показывает вычислительная практика, при недостаточно малой длине отрезка интегрирования точность результатов, полученных с помощью формулы (6), бывает недостаточной.

Для получения более точного результата поступают следующим образом:

Отрезок интегрирования [а;b] разбивают на п равных частей точками: х0 = а, х1 , х2 ,…,хn =b. И аппроксимируют кусочно-линейной функцией gп(x). Применяя формулу (6) на каждом из частичных отрезков интегрирования, получают:

[image: image925.png]ff(x)dx mh'yOT.‘-yl’

ff(x)dx mh'yl-'-TyZ’

X

s +
f f(x)dx ~h yn»lz Y



(7)

[image: image926.png]



Сложив равенства, получают формулу, называемую обобщенной формулой трапеций:
[image: image927.png]n I:l
ff(x)dx Ty ey,



(8)

где уi =f(хi ) (i = 0, 1, …, n).
Геометрический смысл этой формулы состоит в том, что кривая — график функции у = f(х) — заменяется ломаной, вписанной в кривую АВ. Площадь криволинейной трапеции заменяется суммой площадей прямолинейных трапеций. Как показывает практика, формула (8) при большом числе точек деления позволяет получать хорошие результаты.

Пример 1. Вычислим по формуле трапеций (8) интеграл [image: image928.png]dx
1+ x



, разбив отрезок интегрирования на десять равных частей.

Воспользовавшись данными, занесенными в предыдущую таблицу, получим:

[image: image929.png]%O’l@

1+0,5
2

+ 0,618773@ =0,69377




 0,693147 показывает, что погрешность значения интеграла, вычисленного по обобщенной формуле трапеций, значительно меньше погрешности, допущенной при вычислении этого же интеграла по формуле прямоугольников.(Сравнение полученного результата со значением ln2 

Можно показать, что погрешность результатов, получаемых по обобщенной формуле трапеций, подсчитывается по формуле

[image: image930.png](b-

)

f %2),



(9)

где а < ( < b,
а абсолютная погрешность оценивается следующим образом:

[image: image931.png]


(10)

где

[image: image932.png]f )|

M, =max
ela;b]



(11)

Формула Симпсона. Абсолютная погрешность при численном интегрировании.

Для вычисления интеграла [image: image933.png]J'f(x)dx



разобьем отрезок интегрирования на два равных отрезка:

[х0 , х1]и[х1 , х2] (х0 = а, х2 =b)
и заменим подынтегральную функцию по формуле квадратичного интерполирования

[image: image934.png]t(t-1)

2
f(x) ~y, +thAy, + Ay,



(12)

где t = .

Тогда:

[image: image935.png]0wy, yax

b Xy
[F00dx ~ oy, +ay, +



.

Перейдем к новой переменной интегрирования, учитывая, что

х = х0 +ht, dx= hdt,
при х=х0 t=0
при х=х2 t=2
[image: image936.png]2 e 2f,
Ay, + - A
5 Vo H 6 4H YOH

1 1
:h§2y0 +2Ay, +§A2y0§ :h§2y0 +2y,- y,) +§(y0 -2y, +y2)§

b : (- 1)
ff(x)dx Nhf(yo +tAy, + 5 Ay,)dt —hH Yot +
a 0

0




или

[image: image937.png][Foodx ~2(y, + 4y, +y.)



(13)

Формула (13) называется формулой Симпсона или формулой парабол.
Ее геометрический смысл состоит в следующем: на отрезке [х0, х2] кривая у = f(x) заменяется квадратной параболой — графиком интерполяционного многочлена. При вычислении по формуле (13) значение интеграла будет численно равно значению площади криволинейной трапеции, ограниченной сверху дугой параболы, проходящей через точки: [х0, f(х0)], [х1, f(х1)], [х2, f (х2)]
На рисунке сплошной линией изображен график функции f(x) пунктирной — график многочлена Р2(х).
Для получения более точного результата достаточно разбить отрезок интегрирования [а; b] на четное число (2n) частей и применить формулу (13) для каждой пары смежных отрезков разбиения:

[image: image938.png]XZ h
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(14)

Суммируя равенства (14), получим обобщенную формулу Симпсона (парабол):
[image: image939.png]b
h
JrCdx ~=lyo o+ dlys v ys bty )4 2y, +y 4ty )



(15)

Пример. Вычислим приближенное значение интеграла [image: image940.png]J'x+1

0



по формуле Симпсона. Разбив отрезок интегрирования на десять равных частей и используя данные, содержащиеся в таблице, получим:

[image: image941.png]dx h(
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Итак, [image: image942.png]fx+1

~0,69315



.

Выше показали, что [image: image943.png]'dx
j =In2 ~0,693147
gx+ 1




.

Абсолютная погрешность найденного значения не превосходит 0,000005.

Сравнение приближенных значений интеграла [image: image944.png]J'x+1

0



, вычисленных по разным формулам, показывает, что наиболее точное значение было получено по обобщенной формуле Симпсона и наименее точное — по формуле прямоугольников.

Погрешность r обобщенной формулы Симпсона можно вычислить по формуле

[image: image945.png](- a’

———— 9,
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(16)

где а < ξ< b.
Для абсолютной погрешности обобщенной формулы Симпсона можно получить следующую оценку:

где [image: image946.png]= e
180 -(2n)*

45

M, —max| f )



(17)

Сравнение точности квадратурных формул.
Выше были приведены оценки абсолютной погрешности квадратурных формул:

для формул прямоугольников: |r|[image: image947.png]IA



[image: image948.png](b-a)’
2n M



;

для обобщенной формулы трапеции: |r|[image: image949.png]IA



[image: image950.png](b- a)’
12n?




;

для обобщенной формулы Симпсона: |r|[image: image951.png]IA



[image: image952.png](b- a)°
4 M4
180(2n)



,

где Мi=[image: image953.png]jelpirn



|f(i)(x)|.

Сопоставление этих оценок позволяет сделать следующие выводы:

1. Т.к. производная порядка n+1 от многочлена степени n равна нулю, то получаем точно значение интеграла: по формуле трапеций, если подынтегральная функция линейна,

по формуле парабол, если подынтегральная функция – многочлен не выше третьей степени.

2. Погрешность вычислений по формулам прямоугольников обратно пропорциональна n; при использовании формулы трапеций – n2; при использовании формулы Симпсона – n4.

Так, например, при увеличении числа частичных отрезков в два раза погрешность вычислений по формуле прямоугольников уменьшается примерно в два раза, по формуле трапеций в 4 раза, по формуле Симпсона в 16 раз.

Для иллюстрации сделанных выводов обратимся к сравнению результатов вычисления интеграла

[image: image954.png]J‘x+1

0





по различным квадратурным формулам. Для оценки погрешностей вычислим производные функции [image: image955.png]Fx) =
+

x+1



.

[image: image956.png]—-; :; (4) —
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На отрезке [0; 1] все производные являются монотонными функциями. Абсолютная величина каждой из них достигает своего наибольшего значения при x=0, поэтому М1=1, М2=2, М4=24.

Это позволяет получить при вычислении соответствующие оценки погрешностей:

по формуле прямоугольников [image: image957.png]


≤0,05;(r(
≤ 0,0017;(r(по формуле трапеций 

по формуле Симпсона ≤ 0,000033.(r(
Сравним полученные результаты, полученные по разным квадратурным формулам со значением ln2[image: image958.png]n



0,6931472:

по формуле прямоугольников 0,71877;

по формуле трапеций 0,69377;

по формуле Симпсона 0,69315

Видно, что оценки погрешности, как и следовало, ожидать, оказались несколько завышенными.

Итак, из рассмотренных квадратурных формул наибольшую точность дает формула Симпсона, наименьшую — формула прямоугольников.

Практические приемы оценки погрешности вычислений по квадратурным формулам.
Практическое применение полученных выше оценок погрешностей квадратурных формул связано с нахождением производных второго или даже четвертого порядка, что приводит к трудоемким вычислениям в тех случаях, когда подынтегральная функция f(х) задается сложным аналитическим выражением. Если же функция f(х) задана таблицей и ее аналитическое выражение неизвестно, то непосредственное использование этих оценок становится невозможным. С такими случаями обычно и приходится иметь дело при решении практических вычислительных задач.

Если таблица, которой задается подынтегральная функция f(х), содержит практически постоянные первые разности, т. е. f(х) ведет себя примерно как многочлен первой степени, то можно воспользоваться формулой трапеций.

Если же таблица функции f(х) содержит практически постоянные вторые или третьи разности, т. е. если f(х) ведет себя примерно как многочлен второй или третьей степени, то целесообразно использовать формулу Симпсона. Это, как уже отмечалось, связано с тем, что вычисление по формуле трапеций позволяет получить точное значение интеграла при условии линейности подынтегральной функции, а формула Симпсона в том случае, если подынтегральная функция является многочленом не выше третьей степени.

При табличном задании функции f(х) приближенное значение погрешности, получаемой при вычислении интеграла по той или иной квадратурной формуле, находится следующим образом:

1. Вычисление интеграла [image: image959.png]| )dx
I fo(x



выполняется два раза с шагамиh и 2h. Полученные значения интеграла обозначаются соответственно Sh и S2h.

2. Если предположить, что на рассматриваемом отрезке [а; b] вторая производная f"(x) изменяется медленно, то при вычислении интеграла по формуле трапеций можно воспользоваться следующим приближенным выражением для погрешности:

[image: image960.png]


(18)

3. В качестве исправленного (приближенного) значения интеграла можно взять следующее значение:

[image: image961.png]


(19)

4. Если предположить, что на рассматриваемом отрезке [а; b] четвертая производная f(4)(х) изменяется медленно, то при вычислении интеграла по формуле Симпсона можно считать, что погрешность приближенно равна

[image: image962.png]


(20)

В качестве исправленного (приближенного) значения интеграла в этом случае можно взять:

[image: image963.png]1=S, +—4—"



(21)

В вычислительной практике часто пользуются также следующим правилом подсчета верных знаков в полученном результате: считают практически верными все совпадающие цифры значений ShиS2h.

Понятие о численное дифференцировании. Формулы приближенного дифференцирования, основанные на интерполяционных формулах Ньютона. Численное дифференцирование используется в следующих случаях:
- нужно найти производные функции, имеющей сложное аналитическое выражение;
- нужно найти производные функции, аналитическое выражение которой неизвестно, например, функции, заданной таблицей значений;
- при численном решении дифференциальных уравнений.
Выведем некоторые из формул численного дифференцирования. Рассмотрим разложения в ряд Тейлора

[image: image964.png]h? h?
Flxg +h) = £{xp)+ Flxo)-h+Txg) - -+ £xo): 6+O(h4);



 (1)

[image: image965.png]f(xg —h) = £(xg) - £xg) -0+ £7(xg) h;—f”’( 0. h;+o(h4)



. (2)

Здесь [image: image966.png]olh*|=c - h*



– величина порядка [image: image967.png]


 (С – некоторая постоянная). Из (1) найдем
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 (3)

где [image: image969.png]


 – величина порядка h.

Аналогично из (2) можно получить

[image: image970.png]


. (4)

Вычтем из выражения (1) соотношение (2)

[image: image971.png]F(xg +1)— fxg —h) = 2 F{x, -h+f”’(x0)-1§+0(h4)



. (5)

Отсюда имеем

[image: image972.png]) = f(xq+h)—f(xy—h] N
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. (6)

Складывая выражения (1) и (2), найдем

[image: image973.png]£(xo +h) +f(xg —h) = 2- f(xq) + £ (x,) - h? + Olh*).



 (7)

Из (7) получим
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 (8)

Из равенств (3), (4), (6) и (8) вытекают следующие приближенные формулы для вычисления производных функции f(x) в точке [image: image975.png]


 , которые называют формулами численного дифференцирования:

[image: image976.png]


 (9)

[image: image977.png]


 (10)

[image: image978.png]


 (11)

[image: image979.png]| f(xq+h)-2 f(XO)+f(XO—h)
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 (12)

Формулы (9) и(10) имеют первый порядок точности по h, так как их погрешность пропорциональна h. Формулы (11) и (12) имеют второй порядок точности по h, так как их погрешность пропорциональна [image: image980.png]


. Используя разложения в ряд Тейлора функций [image: image981.png]f(x,+2-h), f(x,—2-h)



 и т. д. можно получить более точные формулы для вычисления первой и второй производных, а так же формулы для вычисления производных высших порядков.

Геометрическая иллюстрация формул (9) и (11).

[image: image982.png]f(x) = tgo;





[image: image983.png]f(Xo+h) _f(Xo) ~ tgy,





[image: image984.png]f(x,+h)—f(x,—h]
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Формулы численного интегрирования

Формулы численного интегрирования используются в основном для:

1. 
вычисления интегралов, которые не выражаются в элементарных функциях;

2. 
вычисления интегралов от функций, заданных таблицей значений.


Формула трапеций
Пусть требуется найти определенный интеграл [image: image985.png]


.





Известно, что интеграл J равен площади криволинейной трапеции, ограниченной осью x, прямыми [image: image986.png]


 и кривой [image: image987.png]


. Разобьем отрезок [a,b] на n интервалов точками [image: image988.png]Xo=a<X, <X,< <X, <X, <-<X ,<X,=Db

i+1 n



. Имеем

[image: image989.png]J = ff dx ff dx+ff dx+ +ff dx+ +ff



. (1)

Интеграл [image: image990.png]


 приближенно заменим площадью обычной трапеции (на рисунке заштрихована) 

[image: image991.png]


. (2)

Аналогично поступим и с остальными слагаемыми в правой части выражения (1). Получим 
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, (2)

где [image: image993.png]




Для равноотстоящих узлов, когда [image: image994.png]


 для всех [image: image995.png],n—1

=0,1,...

1



, формула (2) принимает вид

[image: image996.png]jf(x)dx~— (f,+2f, +2f, +-+2f  +f ).



 (3)

Формула (2) (или(3) для равноотстоящих узлов) называется формулой трапеций.

Формула парабол (формула Симпсона)

Пусть узлы равноотстоящие и n – четное. Представим интеграл [image: image997.png][f(X) dx



 в следующем виде

[image: image998.png]J :]jf(x)dx = XJZ f(X)dX+XJ4f(X)dX+---+X]+2f(x)dx+---+XHJ:bf(X)dX

0:



. (4)

Рассмотрим интеграл [image: image999.png]Xit+2

[ f(x)dx



. 

График функции [image: image1000.png]f(x)



 на интервале [image: image1001.png]VAN

VAN

1+2



 заменим графиком параболы, проходящей через три точки A, B и C (такая парабола определяется однозначно), и рассмотрим площадь фигуры, ограниченной осью x, прямыми [image: image1002.png]


 и этой параболой.

Будем иметь

[image: image1003.png]X
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. (5)

Аналогично поступим с другими слагаемыми в правой части равенства (4). Получим

[image: image1004.png]b
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или

[image: image1005.png]b
jf(x)dx~%-(f0+4-f1+2-f2+4-f3+2-f4+---+2-fn_2+4-fn_1+fn)



. (6)

Здесь [image: image1006.png]


 Формула (6) называется формулой парабол или формулой Симпсона. Она точнее формулы трапеций, но используется для равноотстоящих узлов.

Пример 1. Численное дифференцирование.

Дана функция f(x). Найти приближенное значение первой и второй производной по формулам численного дифференцирования при различных значениях h и сравнить с точными значениями.

[image: image1007.png]




Пусть [image: image1008.png]


.

Положим [image: image1009.png]0.1



 

[image: image1010.png]f(x,+h)=1.48661; f(x,)=141421; f(x,—h)=1.34536.



 

Вычислим первую производную:

[image: image1011.png]f(x,+h)—f(x,) f(x,+h)—f(x,—h)

2-h

=0.724; = 0.7063.





Точное значение: [image: image1012.png]




Вычислим вторую производную:

[image: image1013.png]f —h)-2-1 + £ +h
(Xo ) h(2XO) (Xo ) — 0.3550.





Точное значение: [image: image1014.png]=0.3536.





Положим [image: image1015.png]h =0.01





[image: image1016.png]f(x,+h)=1.42130; f(x,)=141421; f(x,—h)=1.40716.





Вычислим первую производную:

[image: image1017.png]x, +h) —f(x,)

f(x,+h)—f(x,—h)
2-h

=0.709; =0.707.





Для первой производной результаты, найденные при h=0.01, ближе к точному значению чем результаты, найденные при h=0.1.

Вычислим вторую производную:

[image: image1018.png]f(x,—h] —2-fh(2X0) +f(x, +h] o4



 (7)

Замечание: Формулы численного дифференцирования очень чувствительны к ошибкам округления. При их использовании следует вычислять значение функции f(x) с большим числом значащих цифр (особенно при малых h). Формула (7) при [image: image1019.png]h =0.01



 дает грубый результат, хотя она же при [image: image1020.png]0.1



 дает неплохой результат. Если в (7) значения функции f(x) вычислить с точностью до 8 цифр после запятой (было 5 цифр), то результат будет отличным:

[image: image1021.png]f (1+0.01) =1.42130222; f(1) =1.41421356; f(1-0.01) =1.40716026.





[image: image1022.png]f(0.99) —2-f (1) +f(1.01)
—————————=03336.





Пример 2. Численное интегрирование.

Вычислить 

[image: image1023.png]




Точное значение: [image: image1024.png]2
T=vx>+1| =+/5-+2 =0.8219.
1






Положим: [image: image1025.png]




Формула трапеций:

[image: image1026.png]ng-[f ) +2-£(1.25) +2-f(1.5) +2-£(1.75) +£(2) | = 0.8205.





Формула Симпсона:

[image: image1027.png]Jz%-[f ) +4-£(1.25) +2-f(1.5) +4-f(1.75) +£(2) | = 0.8218.



 (8)

Вывод: формула Симпсона дает более точный результат и ее использование в случае равноотстоящих узлов предпочтительней.

Замечание. Формулы численного интегрирования мало чувствительны к ошибкам округления. Если при вычислении значений функции f(x) в (8) использовать только три цмфры после запятой, то получим [image: image1028.png]J = 0.8217



 (при восьми цифрах после запятой –[image: image1029.png]J =0.8213



).производной.

Понятие о численном решении дифференциальных уравнений. Метод Эйлера для решения обыкновенных дифференциальных уравнений. Применение метода численного решения дифференциальных уравнений при решении профессиональных задач.
Рассмотрим дифференциальное уравнение первого порядка [image: image1030.png]Y=Ff(xy



, для которого требуется найти частное решение, соответствующее начальному условию [image: image1031.png]F&x) =0



. Что это значит? Это значит, нам нужно найти функцию [image: image1032.png]=1



 (предполагается её существование), которая удовлетворяет данному дифф. уравнению, и график которой проходит через точку [image: image1033.png]Mxg:7)



.

Но переменные в уравнении [image: image1034.png]Y=Ff(xy



 разделить невозможно. Однако частное-то решение существует. И здесь на помощь приходят методы приближенных вычислений, которые позволяют с высокой точностью «сымитировать» функцию [image: image1035.png]=1



  на некотором промежутке.

Идея методов Эйлера и Рунге-Кутты состоит в том, чтобы заменить фрагмент графика [image: image1036.png]=1



 ломаной линией.
Задание

Найти частное решение дифференциального уравнения [image: image1037.png]


, соответствующее начальному условию [image: image1038.png]»(0)




, методом Эйлера на отрезке [image: image1039.png]


 с шагом [image: image1040.png]


. Построить таблицу и график приближённого решения.

Это обычное линейное уравнение, которое можно решить стандартными способами, и найти точное решение:

[image: image1041.png]


 – при выполнении проверки, видно, что данная функция удовлетворяет начальному условию [image: image1042.png]»(0)




 и является корнем уравнения [image: image1043.png]


.

Что нужно сделать? Нужно найти и построить ломаную, которая приближает график функции [image: image1044.png]


 на промежутке [image: image1045.png]


. Поскольку длина этого промежутка равна единице, а шаг составляет [image: image1046.png]


, то наша ломаная будет состоять из 10 отрезков:
[image: image1047.png]MM, MMy, MoM,, ., MM,




причём, точка [image: image1048.png]Mo(xg; yo) = My(0, )



 уже известна – она соответствует начальному условию [image: image1049.png]»(0)




. Кроме того, очевидны «иксовые» координаты  других точек:
[image: image1050.png]M0, ), My(0,2, ), M3(0.3; 33), ., Mo(0.9; ), My (L yg)




Осталось найти [image: image1051.png]Y1 V2. V300 Vor Yo



. Никакого дифференцирования и интегрирования – только сложение и умножение. Каждое следующее «игрековое» значение получается из предыдущего по простой рекуррентной формуле:
[image: image1052.png]



Представим дифференциальное уравнение [image: image1053.png]


 в виде [image: image1054.png]Y=Ff(xy



:
[image: image1055.png]



Таким образом: [image: image1056.png]Fx )




«Раскручиваемся» от начального условия [image: image1057.png]»(0)




:
[image: image1058.png]=0, y=1
f )= F0,)=01-21=-2
Bf (%5, %) =01 (=2)=-02




[image: image1059.png][=01 y =y +if (x:%)=1-02=08
F ) =701 08) = Q) -2: 08= 0,011,
B (x; ) = 01 (-159) = —0,159

159





[image: image1060.png]% =02y, =3 +hf(x;5)=08-0159=0641
(o v2) = £(0,2,0,641) = (0,2 - 2.0,641= 0,04~ 1,282= 1,242
B (%33 ) = 0,1 (-1,242) = ~0,1242





[image: image1061.png]0,641 0,124

0,5168

V3= R (x5 )




Результаты вычислений удобно заносить в таблицу:
[image: image1062.jpg]HER % S n)
0 [0 1 -2

1 0.1 038 -1,59

2 102 0641 |-1.242

3 103 05168 | -0,944

4 |04 042244 | -0,685

5 [05 0,35395 | -0.458

6 [06 0,30816 | -0,256

7 |07 | 0.28253 | 0075

8 |08 0,27502 | 0,09

9 [09 0,28402 | 0,242

10 [ 1 0,30821 | 0,3836 [ 03835





По результатам 2-го и 3-го столбцов изобразим на чертеже 11 точек [image: image1063.png]M (%, »)



 и 10 отрезков, соединяющих смежные точки.  Для сравнения я построю график точного частного решения [image: image1064.png]


:
[image: image1065.jpg]



Существенным недостатком простого метода Эйлера является слишком большая погрешность, при этом легко заметить, что погрешность имеет тенденцию накапливаться – чем дальше мы уходим от точки [image: image1066.png]


, тем преимущественно больше становится расхождение между приближением и истиной. Это объяснимо самим принципом, который Эйлер положил в основу своего метода: отрезки [image: image1067.png]MM, MMy, MoM,, ., MM,



 параллельны соответствующим касательным к графику функции [image: image1068.png]=1



 в точках [image: image1069.png]


. Данный факт, кстати, тоже хорошо просматривается по чертежу.

Как можно улучшить приближение? Первая мысль – измельчить разбиение. Разделим отрезок [image: image1070.png]


, например, на 20 частей. Тогда шаг составит: [image: image1071.png]1-0

h="—"=005
20



, и совершенно понятно, что ломаная из 20 звеньев заметно точнее приблизит частное решение. 
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