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1 Введение

Тригонометрические уравнения

Тригонометрическим называется  уравнение, в котором неизвестное входит только  под знак тригонометрических функций непосредственно или в виде  линейной функции неизвестного, причем над  тригонометрическими функциями выполняются только алгебраические действия.
Простейшие тригонометрические уравнения
Простейшими тригонометрическими  уравнениями называются уравнения вида

sin x = a
cosx = a
tgx = a

ctgx = a
где  х-любое действительное число. 

Решить простейшее тригонометрическое уравнение – значит найти  множество всех углов (дуг), имеющих данное значение  тригонометрической функции.
Решение простейших тригонометрических  уравнений:
1) sinx=a  (
[image: image1.wmf]1

£

a

)          х =  (-1)к arcsin а+Пn,    n   
[image: image2.wmf]Î

 Z;
2) cosx=a  (
[image: image3.wmf]1

£

a

)          х  = 
[image: image4.wmf]±

arccos а+2Пn,  n   
[image: image5.wmf]Î

 Z;
3) tgx = a  (
[image: image6.wmf]R
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)           х  =  arctg а +  Пn,  n   
[image: image7.wmf]Î

 Z;
4) сtgx = a  (
[image: image8.wmf]R
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)          х= arcctg а+Пn,  n   
[image: image9.wmf]Î

Z;
Частные случаи:

sinx=0,  х=Пn,  n   
[image: image10.wmf]Î

 Z;                         cosx=0, х=
[image: image11.wmf]Пn

П

+

2

, n 
[image: image12.wmf]Î
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sinx=1,  х=
[image: image13.wmf]Пn
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[image: image14.wmf]Î

 Z;            cosx=1, х= 2Пn, n 
[image: image15.wmf]Î

 Z;

sinx= -1,  х=-
[image: image16.wmf]Пn
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[image: image17.wmf]Î

 Z;          cosx= -1, х= П+2Пn, n 
[image: image18.wmf]Î

 Z;

2 Основные типы уравнений и методы их решений
1)     Простейшие тригонометрические уравнения вида sin(ax+в)=а,  cos (kx+в)=а,   tg(kx+в)=m,  ctg(kx+в)=m, где (kx+в) - линейная функция, 
[image: image19.wmf],
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[image: image20.wmf]Î
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[image: image21.wmf]Î
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Пример  1.     Решить уравнение      sin2x=
[image: image22.wmf]2

1

.
Решение.
sin 2x=
[image: image23.wmf]2
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;

2х = (-1)К arcsin
[image: image24.wmf];
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2х = (-1)К ∙ 
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   Ответ: х = (-1)К∙ 
[image: image27.wmf]Z
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Пример 2.   Решить уравнение      tg(x-
[image: image28.wmf]1
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Решение.
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[image: image29.wmf]1

)

4

-

=

П

,
х- 
[image: image30.wmf];

,

)

1

(

4

Z

к

Пк

аrctg

П

Î

+

-

=

     
х- 
[image: image31.wmf];
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 Ответ: х = Пк, 
[image: image35.wmf];

Z

к

Î


Пример 3.    Решить уравнение 2cos (
[image: image36.wmf]3
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[image: image37.wmf]2
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Решение .
Ответ: 
[image: image38.wmf]=
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[image: image41.wmf]Î
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[image: image42.wmf]=
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[image: image43.wmf]2
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[image: image44.wmf]3
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[image: image45.wmf]Î
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Решить  самостоятельно: 
1) 2sin3x=-1;
2) ctg(x+
[image: image46.wmf]3

П

)=
[image: image47.wmf]3

;
3) 2+tg2x=5;
4) cos2x=
[image: image48.wmf]4

1

;
5) cos(2x-
[image: image49.wmf]6

П

)=
[image: image50.wmf]2

3

.
2) Уравнения, где все функции выражаются через одну тригонометрическую функцию от одного аргумента.
(уравнения, приводимые к квадратным)
Пример 1.  Решить уравнение cos2x-7cosx+4=0
Решение.
Воспользуемся формулой двойного  аргумента 

сos2x= 2сos2x-1,   получим

2сos2x-1-7сosx+4=0,

2сos2x-7сosx+3=0,

Обозначим у=сosx, 
[image: image51.wmf]y



EMBED Equation.3[image: image52.wmf]1
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,  решим  квадратное уравнение 

2у2-7у+3=0;   у1=
[image: image53.wmf];
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у2=3- не  удовлетворяет условию 
[image: image54.wmf]y
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Итак, cos x=
[image: image56.wmf];
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[image: image57.wmf]±
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[image: image58.wmf],
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[image: image59.wmf]Î

 Z;

х=
[image: image60.wmf]±


[image: image61.wmf]3
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[image: image62.wmf]Î
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Ответ: х=
[image: image63.wmf]±


[image: image64.wmf]3
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[image: image65.wmf]Î
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[image: image66.wmf]=
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[image: image68.wmf]Î
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[image: image70.wmf]6
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[image: image71.wmf]Î

 Z.

Решить самостоятельно

1) 2cos2x=1+sinx   
    
  Ответ: х=(-1)n+1∙
[image: image72.wmf],
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[image: image73.wmf]Î

 Z;
2) 2cos2 (
[image: image74.wmf]х
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)=1+ cos (П-x)   
Ответ:    
[image: image75.wmf]Z
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;
3) sinx+ cos2 х=
[image: image76.wmf]4
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Ответ: х=(-1)n+1∙
[image: image77.wmf],
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[image: image78.wmf]Î

 Z;
4) sin4 x-cos4 х=
[image: image79.wmf]2
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Ответ: х=
[image: image80.wmf]±
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[image: image82.wmf]Î
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 3. Однородные уравнения относительно sinx и  cosx и сводящиеся к ним.
Однородное уравнение 1 степени в общем виде 

аsinx+bcosx=0 (а и b – числа)
Если sinx=0, то сosx=0, что противоречит основному тригонометрическому тождеству sin2x+cos2x=1.  Значит, cosx
[image: image83.wmf]¹

0. разделим обе части уравнения на cosx
[image: image84.wmf]¹

0. Получим 

a
[image: image85.wmf]0
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tgx=-
[image: image86.wmf]a
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x=arctg(-
[image: image87.wmf]a
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)+Пn,  n
[image: image88.wmf]Z
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Пример 1.  Решить уравнение sin3x=cos3x
Решение 

sin3x=cos3x,

sin3x-cos3x=0 – однородное  тригонометрическое уравнение  первой степени. Разделим обе части уравнения на cos3x(cos  3x
[image: image89.wmf]¹

0)

tg3x-1=0

tg3x=1

3x=arctg 1+Пn, n
[image: image90.wmf]Z
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3x=
[image: image91.wmf]Z
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Ответ: х=
[image: image93.wmf]Z
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Решить самостоятельно:

1) sinx-cosx=0   Ответ: х=
[image: image94.wmf]Z
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;
2) sin
[image: image95.wmf]2
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=
[image: image96.wmf]2
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                         Ответ: х=
[image: image97.wmf]Z
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;
3) sinx(
[image: image98.wmf]х
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[image: image99.wmf]х
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[image: image100.wmf]Z
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4) 
[image: image101.wmf]2

sin17x=
[image: image102.wmf]6

cos17x    Ответ: х=
[image: image103.wmf]Z
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4.  Однородное тригонометрическое уравнение второй степени в общем виде

asin2x+bsinxcosx+ccos2x=0   (а, b,с –числа).

Если cosx=0, то sinx=0, что противоречит  основному тригонометрическому тождеству. Значит, cosx
[image: image104.wmf]¹

0. Разделим обе части уравнения на cosx (cos2x
[image: image105.wmf]¹

0). Получим уравнение

atg2x+btgx+c=0

Пример 1.

Решить уравнение  sin2x-3cos2x + sin2x = 0.
Решение

Используем  формулу синуса двойного угла:

sin2x+2sinxcosx-3cos2x=0   (: cos2x
[image: image106.wmf]¹

0)
tg2x-2tgx+3=0

Обозначим tgx=y(y
[image: image107.wmf]R

Î

), получим квадратное уравнение 

у2 +2у-3=0; у1=-1, у2=3

Итак, 

1) tgx=-1,  x=-
[image: image108.wmf]Z
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2) tgx=3,  x=
[image: image109.wmf]Z
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Ответ: x=-
[image: image110.wmf]Z
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; x=
[image: image111.wmf]Z
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Решить самостоятельно.

1) 2sin2x+6=  13 sin2x                             Ответ: х=arctg
[image: image112.wmf]Z
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;
                                                                               х=arctg
[image: image113.wmf]Z
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2) 2сos2x+3sin2x-8sin2x=0                           Ответ: х=
[image: image114.wmf]Z
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;
                                                                             х=-arctg
[image: image115.wmf]Z
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;
3) 4cos2x+2sin2x=3sin2x                          Ответ: х=
[image: image116.wmf]Z
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;

                                                                         х=arctg
[image: image117.wmf]Z
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4) sin2x=(cosx-sinx)2                      Ответ: х=(-1)n
[image: image118.wmf]Z
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5. Уравнения, раскладывающиеся в произведение равное нулю
(разложение на множители)
Пример:   Решить уравнение   sinx+cosx=sinxcosx+1

Решение:

sinx+ cosx – sinxcosx – 1 = 0
sinx(1-cosx)-(1-cosx)=0

(1-cosx)(sinx-1)=0

1-cosx=0       или          sinx-1=0

cosx=1                           sinx=1
x=2Пn, n
[image: image119.wmf]Î

Z                  x=
[image: image120.wmf]Z
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Ответ: х=2Пn, n
[image: image121.wmf]Î

Z; х=
[image: image122.wmf]Z
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Решите самостоятельно:

1) 2cosx∙cos2x=cosx                              Ответ: х=
[image: image123.wmf]Z
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[image: image124.wmf]Z
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2)  cos2x+cosx+sinx=0                        Ответ: х=
[image: image125.wmf]Z
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[image: image126.wmf]Z
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                                                                          x= П+2П+2Пm,  m  
[image: image127.wmf]Z
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3) sinx+cosx=1sin2x                                   Ответ: х=
[image: image128.wmf]Z
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[image: image129.wmf]Z
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4) sinx=sin2xcosx              Ответ: х=
[image: image130.wmf]Z
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[image: image131.wmf]Z
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5) 2sinx-cos2xsinx=0                                               Ответ: х=
[image: image132.wmf]Z
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6. Преобразование суммы в произведение
Пример1. Решить уравнение
sinx+sin2x+sin3x+sin4x=0
Решение

Преобразуем сумму синусов в произведение:

(sinx+sin4x)+(sin2x+sin3x)=0

2sin
[image: image133.wmf]0
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2sin
[image: image134.wmf]0
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4sin
[image: image135.wmf]0
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[image: image136.wmf]0
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 или cosx=0  или cos
[image: image137.wmf]0
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;  х=
[image: image139.wmf]Z
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[image: image140.wmf]Z
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x=
[image: image141.wmf]5
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Ответ:  x=
[image: image144.wmf]5
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[image: image146.wmf]Z

m

Пm

П

Î

+

,

2

;  х=П+2Пк,к
[image: image147.wmf]Z
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Решить самостоятельно
1) сos+cos2x=sinx+sin2x               Ответ: х=П+2Пm,m
[image: image148.wmf]Z
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            =                                                        х = 
[image: image149.wmf]Z
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2) сos3x+sin2x-sin4x=0              Ответ:     x=
[image: image150.wmf]Z
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3) sin5x + sinx –sin3x=0                         Ответ: x=
[image: image151.wmf]Z
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[image: image152.wmf]±
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4) сosx+cos2x+cos3x=0               Ответ:     x=
[image: image154.wmf]Z
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[image: image155.wmf]Z
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7. Понижение степени переходом к двойному углу
Пример. Решить уравнение.

sin2x+sin22x= sin2 3x+sin24x
Решение.

Используем формулу понижения

sin2
[image: image156.wmf]a

=
[image: image157.wmf]2
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для каждого  слагаемого.


[image: image158.wmf]2
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cos2x+cos4x=cos6x+cos8x

2cos
[image: image159.wmf]2
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[image: image160.wmf]2
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2cos3xcosx=2cos7xcosx

2cosx(cos3x-cos7x)=0

4cosxsin5xsin2x=0

cosx=0   или sin5x=0   или sin2x=0

x=
[image: image161.wmf]Z
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;    5x=Пm,   m
[image: image162.wmf]Î

Z;    2х=Пk,   k
[image: image163.wmf]Z
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[image: image164.wmf],
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Числа вида 
[image: image168.wmf]2
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[image: image169.wmf]Z
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   целиком содержат числа 
[image: image170.wmf]Z
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Ответ: x=
[image: image171.wmf],
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Решить самостоятельно:
1) sin2x+sin22x=cos23x+cos24x             Ответ: х=
[image: image175.wmf]Z
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2) sin2 2x+ cos25x=1     Ответ: х=
[image: image179.wmf]Z
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3) 2sin2x+sin22x=2     Ответ: х=
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4) 6sin2x+2sin22x=5                    Ответ: х=
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8. Универсальная подстановка
аsinx+bcosx=c   (a,b,c-числа)

Выражение тригонометрических функций через тангенс половинного аргумента:

sin
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Формулы верны для всех значений х, при которых  сos
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Пример
Решить уравнение 2sinx+3cosx = -3
Решение

2
[image: image191.wmf]3

2

1

2

1

3

2

1

2

2

2

2

2

-

=

+

-

×

+

+

×

x

tg

x

tg

x

tg

x

tg
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4tg
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Проверка чисел вида П+2Пn, n
[image: image198.wmf]Z
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2sin(П+2Пn)+3сos(П+2Пn)=2sinП+3cosП=2
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Таким образом, числа вида П+2Пn, n
[image: image200.wmf]Z
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. Также являются решениями данного уравнения.

Ответ: х= -2arctg
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Решить самостоятельно

1) 3sinx+4cosx=5                         Ответ: х=2arctg
[image: image202.wmf]Z
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2) 5sinx+12cosx=13                     Ответ: х=2arctg
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3) sinx-4cosx=4                                   Ответ: х=
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                           x=2arctg4+2Пk,k
[image: image205.wmf]Z
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9. Введение дополнительного угла в  линейных относительно sinx и cosx уравнениях
asinx+bcos
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=
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Пример 1. Решить уравнение 2sinx=
[image: image213.wmf]x
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Решение:

2sinx- cos х
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[image: image217.wmf]j

=
[image: image218.wmf];

5

5

2

cos

sin

cos

sin

,

5

1

sin

,

5

2

=

-

=

x

x

тогда

j

j

j


sin(x-
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Ответ: х=
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Решить самостоятельно:

1) 3sinx+
[image: image228.wmf]2
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Ответ:  
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Ответ: 
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3) 3sinx+4cosx=5 

Ответ: х=-arcsin
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4) sin4x+cos4x=
[image: image233.wmf]2
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5) 
[image: image235.wmf]2

sin5x=2-
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         10. Задачи, связанные с ограниченностью 

(метод оценки) sinx  и cosx.
Используются свойства соответствующих тригонометрических функций (монотонность, ограниченность синуса и косинуса)
Пример:     Решить уравнение sinx+cosx=1,5.

Решение:

Заметим, что 
sinx+cosx=
[image: image238.wmf])
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 (введем дополнительный угол см. п.6, но 
[image: image239.wmf]5
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, значит,

 данное уравнение решений не имеет.

Ответ: нет решений.

Пример. Решить уравнение cosx=x-
[image: image240.wmf]2
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Решение.

Очевидно, что x=
[image: image241.wmf]2

П

- корень этого  уравнения, но на отрезке 
[image: image242.wmf][
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 функция у=х-
[image: image243.wmf]2

П

 возрастает, а функция у=cosх убывает, поэтому на этом отрезке уравнение других корней не имеет, но так как 
[image: image244.wmf]1
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 и х
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EMBED Equation.3[image: image248.wmf]1
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,  то оно их и вообще больше не имеет.
Ответ: х=
[image: image249.wmf]2
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Пример. Решить уравнение 2sin7x+3cos2x=6

Решение. Так как -1 
[image: image250.wmf]£
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  откуда следует, что 
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  значит, данное уравнение корней не имеет.

Ответ: решений нет.  
Решения и ответы
 . Простейшие тригонометрические   уравнения
1) 2sin3x=-1

sin3x=-
[image: image255.wmf]2
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2) ctg(x+
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5) cos(2x-
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7) tg(x-
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8) 2cos(
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  Уравнения, приводимые к квадратным.
1) 2cos2x=1+sinx
2(1-sin2x)-1-sinx=0

2-2sin2x-sin-1=0

2sin2x+sinx=0

Д=1+8=9
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Объединяем  решения получим
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2) 2cos2(
[image: image330.wmf]х

П

-

2

3

)=1+cos(П-x)

2 sin 2 x =1-cosx

2cos2(
[image: image331.wmf]х

П

-

2

3

)=1+cos(П-x)

2(1-cos2x)+cosx-1=0

-2cos2x+cosx+1=0

2cos2x-cosx-1=0

Д=9,cosx=
[image: image332.wmf]2

1

4

3

1

-

=

-


x=
[image: image333.wmf]±

(П-
[image: image334.wmf]3

П

)+2Пк, к
[image: image335.wmf]Î

 Z
x=
[image: image336.wmf]±


[image: image337.wmf]3

2

П

+2Пк, к
[image: image338.wmf]Î

 Z
cosx=1,  х=2П m, n 
[image: image339.wmf]Î

 Z
            у


[image: image340.wmf]3

2

П

  

                             х      
  -
[image: image341.wmf]3

2

П

            Объединяя решения, получим х=
[image: image342.wmf]l

l

П

,

3

2


[image: image343.wmf]Î

 Z 

3) sin x+cos2x=
[image: image344.wmf]4

1


sin x+1-sin2x=
[image: image345.wmf]4

1


4sin2 x-4sinx-4+1=0

4sin2 x-4sinx-3=0

Д=16+48=64

sinx=
[image: image346.wmf]8

8

4

+

=
[image: image347.wmf]2

3

8

12

=


sin x=
[image: image348.wmf]2

3

 решений нет

sinx=-
[image: image349.wmf]8

4

=-
[image: image350.wmf]2

1


х=(-1)n+1
[image: image351.wmf]Z

n

n

П

Î

+

×

,

2

6


4) sin4 x-cos 4x=
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6) cos2x=2cos2x-1
  Однородные уравнения первой степени.
1) sinx-cosx=0

tgx-1=0

x=
[image: image372.wmf]Z

n

Пn

П

Î

+

,

2

4


2) sin
[image: image373.wmf]2

cos

3

2

x

x

=


sin
[image: image374.wmf]0

2

cos

3

2

=

-

x

x


tg
[image: image375.wmf]0

3

2

=

-

x



[image: image376.wmf]Z

m

m

arctg

x

Î

+

=

,

2

3

2



[image: image377.wmf]Z

m

Пm

П

x

Î

+

=

,

3

2


x=
[image: image378.wmf]Z

m

Пm

П

Î

+

,

2

3

2


3) sin(
[image: image379.wmf]х

П

2

2

+

)+cos(
[image: image380.wmf]х

П

2

2

-

)=0

cos2x+sin2x=0

tg2x=-1

2x=-
[image: image381.wmf]Z

е

Пе

П

Î

+

,

4


x=-
[image: image382.wmf]Z

е

Пе

П

Î

+

,

2

8


4)
[image: image383.wmf]x

x

17

cos

6

17

sin

2

=



[image: image384.wmf]x

x

17

cos

6

17

sin

2

-

=0

[image: image385.wmf]6

17

2

-

x

tg

=0

tg17x=
[image: image386.wmf]3


17x=
[image: image387.wmf]Z

m

Пm

П

Î

+

,

3


      x=
[image: image388.wmf]Z

m

Пm

П

Î

+

,

17

51


5) 2sin(П-3х)+сos(2П-3х)=0
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 Однородные уравнения второй степени
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   Преобразование суммы в произведение.
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  Понижение степени переходом к двойному углу
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   Введение дополнительного угла
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