МИНИСТЕРСТВО ТРАНСПОРТА РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ

ФЕДЕРАЛЬНОЕ АГЕНТСТВО ЖЕЛЕЗНОДОРОЖНОГО ТРАНСПОРТА

  Филиал федерального государственного бюджетного образовательного учреждения 

высшего  образования

«Самарский государственный университет путей сообщения» в г. Саратове

  Филиал СамГУПС в г. Саратове

Методические рекомендации
  по изучению темы 
«Решение систем линейных уравнений  матричным способом»

для студентов второго курса

 по учебной дисциплине
ЕН.01  МАТЕМАТИКА

Саратов 2023
	Одобрено

На заседании ЦМК «Математика, информатика и ИКТ»

Протокол № 1 от «31» августа 2023 года

Председатель   ………….…С.И.Полкова                                                  
	Утверждено

На заседании Методического совета

Протокол № 1 от «21» сентября 2023 г.

Зам. директора по УР

…………………..С.А.Крижановский


Составитель (автор)

Полкова Светлана Ивановна, преподаватель высшей квалификационной категории филиала СамГУПС в г. Саратове

Рецензенты: 

Внутренний Хасянова Галина Алексеевна, преподаватель высшей квалификационной категории филиала СамГУПС в г. Саратове

1. Матрицы, действия над матрицами
Определение. Матрицей размера m(n называется прямоугольная таблица произвольных элементов аij, которая содержит m строк и n столбцов и обозначается следующим образом: А=(аij)=((аi((.

П р и м е р. 
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( матрица размера 2(3, элементами которой являются числа.

Если m=n, то матрица в этом случае называется квадратной. Элементы а11; а22, ((( , аmn образуют главную диагональ матрицы. Квадратная матрица, в которой все элементы, кроме элементов главной диагонали, равны нулю называется диагональной.

Определение. Единичной называется диагональная матрица, в которой все элементы главной диагонали будут равны единице. Единичную матрицу принято обозначать буквой Е.

п р и м е р. 
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Матрица размера 1(n называется матрицей-строкой, а матрица, размера m(1 называется матрицей-столбцом.

Квадратная матрица А=(аij) имеет числовую характеристику, которой является определитель 
[image: image3.wmf]D
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, составленный из элементов этой матрицы.

Примечание. Матрица ( это таблица элементов (чисел), а определитель ( это выражение, составленной из элементов и в случае, если элементы будут числами, определитель, в конечном итоге будет выражаться некоторым числом.

Действия с матрицами

1. сумма матриц

Матрицы А=(аij) и В=(вij) можно складывать в том случае, если они будут иметь одинаковый размер.

Определение. Суммой двух матриц А и В одинакового размера m(n называется матрица С=А+В, элементы которой определяются следующим образом: Сij=аij+вij, т.е. С=((аij+вij((.

П р и м е р. 
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2. Определители и их свойства.

Определение. Определителем второго порядка называется квадратная таблица некоторых элементов 
[image: image7.wmf]а
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Если а, в, с и d( произвольные числа, то определитель в конечном итоге будет выражаться также числом. Для однозначного определения местоположения элементов определителя вводится их двойная индексация. В общем виде элемент определителя, который стоит на пересечении i-ой строки и j-го столбца будет выражаться как aij. 


Обозначается определитель символом ( или 
[image: image8.wmf]а
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, т.е. 
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 - символическое выражение определителя в общем виде.
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( вычислительная схема определителя второго порядка в общем виде.

П р и м е р. Вычислить определитель 
[image: image11.wmf]2
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Решение:

а11=6, а12=1, а21=-5, а22=-2.
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Ответ: -7.

Определение. Определителем третьего порядка называется квадратная таблица некоторых элементов вида 
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которой в соответствие однозначно ставится выражение 
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П р и м е р. Используя определение, вычислить определитель третьего порядка 
[image: image15.wmf]D
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Решение:

В данном примере числовые значения элементов следующие: а11=1; а12=1; а13=-1; а21=2; а22=1; а23=-2; а31=-1; а32=1; а33=2. Подставляя эти значения в выражение определителя через его элементы, получим: 

(=1(1(2+1((-2)((-1)+2(1((-1)-(-1)(1((-1)-2(1(2-1((-2)(1=2+2-2-1-4+2=

=-1.

Определение. Минором Мij элемента аij в определителе (, называется определитель, который получим после вычеркивания i-ой строки и j-го столбца в определителе (.

П р и м е р. Найти все миноры определителя 
[image: image16.wmf]D
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Решение: 

М11=1 (вычеркиваем первую строку и первый столбец). Аналогично М12=-3, М21=2, М22=6.

П р и м е р. Найти миноры М11; М21; М32 и М13 в определителе 
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=

1

1

1

2

3

0

4

4

2

.

Решение:
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Таким образом, если минорами определителя второго порядка являлись его элементы, то в случае определителя третьего порядка минорами являются определители второго порядка.


Определение. Алгебраическим дополнением элемента аijв определителе (, называется минор этого элемента Мij , взятый с соответствующим знаком, который определяется следующим образом: Аij = (-1i+j)ijМij.

Другими словами, если сумма номеров строки и столбца, на пересечении которых находится элемент аij определителя ( будет четной, то алгебраическое дополнение будет совпадать с минором этого элемента. В противном случае алгебраическое дополнение и минор элемента аijбудут отличаться знаком.

П р и м е р. Найти все алгебраические дополнения элементов определителя 
[image: image20.wmf]D
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Решение:

А11=М11=-5;  А12=-М12=1;  А21=-М21=-4;  А22=М22=2.

П р и м е р. Найти алгебраические дополнения элементов первой строки определителя и первого столбца: 
[image: image21.wmf]D
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Решение:
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 EMBED Equation.2 [image: image25.wmf]А
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Ответ: А4=-2;  А12=-1;  А13=3;  А21=3;  А31=4.

Свойства определителей

1. Если в определителе строки и столбцы поменять местами, то определитель при этой операции, которая называется транспонированием, не изменится.

2. Если в определителе поменять местами любые две строки, то абсолютная величина определителя не изменится, а знак изменится на противоположный.

3. Если в определителе имеются две одинаковые строки, то определитель равен нулю.

4. Общий множитель элементов строки можно выносить за знак определителя.

Следствие. Определитель в котором имеются пропорциональные строки равен нулю.

5. Сумма произведений элементов строки на их алгебраические дополнения равна величине определителя. Эту операцию называют разложением определителя по элементам строки.

6. Сумма произведений элементов строки на алгебраические дополнения элементов параллельной строки определителя равна нулю.

7. Определитель не изменится если к элементам любой строки прибавить элементы параллельной строки, умноженные на произвольное число.

В практическом отношении наиболее важными являются первое, пятое и седьмое свойства. Так, с учетом первого свойства, строки и столбцы определителя являются равноправными, т.е. все приведенные свойства относительно элементов строк определителя выполняются и для элементов столбцов. Пятое свойство вообще иногда приводится как определение определителя, с использованием этого свойства вычисление определителя третьего порядка сводится к вычислению трех определителей второго порядка, т.е. это свойство позволяет определители более высоких порядков вычислять с помощью определителей, порядок которых на единицу ниже. Наконец, седьмое свойство позволяет определитель преобразовать так, чтобы все элементы определенной строки, кроме одного, были нулевыми и затем вычислить определитель с использованием пятого свойства.

П р и м е р. Вычислить определитель 
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Решение:

1. Вычислим определитель (, используя его определение:

(=1((-2)((-3)+2(3((-2)+1((-1)(1-(-2)((-2)(1-(-1)(2((-3)-1(3(1=-20.

2. Вычислим определитель, разложив его по элементам первой строки:

(=а11А11+а12А12+а13А13; 
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3. вычислим определитель, разложив его по элементам второго столбца.:

(=а12А12+22А22+а32А32; 
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4. Вычислим определитель (, предварительно преобразовав его с использованием седьмого свойства.
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К определителю 
[image: image31.wmf]D
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, который мы получили, заменив в исходном определителе вторую строку суммой элементов первой и второй строки, применим пятое свойство, раскладывая его по элементам второй строки.
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Вычисление определителей высших порядков

Свойство разложения определителя по элементам строки (столбца) дает возможность вычислять определители практически любого порядка.

Пусть имеется определитель пятого порядка. С использованием свойства разложения определителя по элементам строк и столбца его вычисление можно свести к вычислению 60 определителей второго порядка.

Произведение матриц на число

Определение. Произведением матрицы А на число к называется матрица В=кА такая, что В=((каij((, т.е. чтобы умножить матрицу на число надо все ее элементы умножить на это число.

П р и м е р. 
[image: image33.wmf]А
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решение:
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Следствие. Если все элементы матрицы имеют общий множитель, то только в этом случае его можно выносить за знак матрицы.

П р и м е р. 
[image: image35.wmf]А
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В случае же определителя - за знак определителя можно было выносить общий множитель элементов любой строки (столбца).

Произведение матриц

Матрицу А, слева, можно умножать на матрицу В, если число столбцов матрицы А равно числу строк матрицы В. 

Определение. Произведением матрицы А=(аij) размераm(k на матрицу в=(вst) размера k(n называется матрица С=АВ=(сit)размераm(n сэлементамисit= ai1в1t+ai2в2t+(((+aikвkt. 

Таким образом, для определения элемента сit матрицы С=АВ, необходимо i-ю строку матрицы А поэлементно умножить на t-ый столбец матрицы В. 

п р и м е р. Найти произведение матриц С=АВ, если:
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решение:

Матрица А имеет размер 2(4, а матрица В( 4(3. Поскольку число столбцов матрицы А равняется числу строк матрицы В, следовательно, матрицу А можно слева умножить на матрицу В. Пусть АВ=С. Тогда:
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Таким образом, 
[image: image43.wmf]с
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Действия с матрицами подчиняются следующим свойствам:

А + В = В + А
К(А + В) = КА + КВ

(К - действительное число)

А(В + С) = АВ + АС
А(ВС) = (АВ)С
Примечание. Переместительный (коммутативный) закон для произведения матриц в общем случае не выполняется (если АВ=С, то произведение ВА может вообще не существовать).

Матрицы, для которых выполняется свойство АВ=ВА, называются коммутативными.

Определение. Матрица АТ = ((аi(( называется транспонированной по отношению к матрице А=((аi((. Если матрица А имеет размер m(n, то размер матрицы АТ будет n(m.

П р и м е р.  
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Имеют место следующие равенства:

(АТ)Т = А;
(А+В)Т = АТ +ВТ;
(КА)Т = КАТ;
(АВ)Т = АТВТ;

(А = (АТ;
((АВ) = (А((В.

Обратная матрица

Определение. Матрица А-1 называется обратной матрице А, если имеет место соотношение: А-1А = А А-1 = Е. 

Если матрица имеет обратную матрицу А-1, то она называется обратимой.

Квадратная матрица А=(аij), определитель (А которой отличный от нуля, является обратимой.

Обратная матрица в этом случае выражается соотношением: 
[image: image45.wmf]А
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((Аji((, где Аji( алгебраические дополнения элементов аij матрицы А. 

Если 
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П р и м е р. Дана матрица 
[image: image48.wmf]А
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. Найти матрицу А-1, обратную к матрице А. Полученный результат проверить, определяя произведение А-1А = Е.

Решение:

Найдем определитель матрицы А.
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Поскольку (А(0, матрица А является обратимой, т.е. существует обратная матрица А-1.

Найдемалгебраическиедополненияэлементовматрицы А:
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Таким образом, 
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Поскольку А-1А=Е, следовательно, обратная матрица А-1 найдена правильно.

Ответ: 
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Решение систем линейных уравнений

Решение систем линейных уравнений по формулам Крамера

Пусть имеется система n линейных уравнений с n неизвестными. Ее решение по формулам Крамера определяется следующим образом: 
[image: image62.wmf]х
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, где ( - определитель, составленный из коэффициентов при неизвестных, а (i - определитель, который отличается от определителя ( тем, что в нем столбец коэффициентов при переменной хi заменяется столбцом свободных членов. Рассмотрим возможные варианты решений системы линейных уравнений по формулам Крамера.

а) Если определитель ((0, система линейных уравнений будет совместной и определенной, т. е. имеет единственное решение, которое определяется по формулам Крамера.

П р и м е р. Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера:
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Решение:

Вычисляем определители (, (1, (2, (3.
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Поскольку (=-15(0, система линейных уравнений имеет единственное решение.
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Находим решение системы.
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.Ответ: х1 = 1; х2 = -1; х3 = 2.

б) Если определитель ( будет равен нулю, а хотя бы один из определителей (i( 0, то в этом случае система будет несовместной, т. е. не имеет решения.

П р и м е р. Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера: 
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Решение:

Вычисляем определители ( и (i:
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Поскольку (=0, а (i(0, следовательно, система не имеет решения.

Ответ. Решения система не имеет.

в) Если определитель ( и все определители (i будут равны нулю, то система, если она будет совместной, имеет множество решений.

П р и м е р. Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера: 
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Решение:

Вычисляем определители ( и (i:
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Поскольку определители ( и (i равны нулю, то система линейных уравнений будет неопределенной (в случае ее совместности). В определителе ( находим минор второго порядка, который будет отличный от нуля. Таким, например, будет минор 
[image: image77.wmf]М
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Рассмотрим систему линейных уравнений, коэффициенты при неизвестных которой являются элементами минора М33: 
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 В этой системе переменные х1 и х2 коэффициенты при которых являются элементами определителя М33 , будем считать основными, а переменная х3 будет свободной, т. е. она может принимать любые значения.

Запишем систему двух линейных уравнений в виде:
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Решим систему по формулам Крамера:
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Найдем решение системы двух линейных уравнений с переменными х1 и х2.
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Решение системы линейных уравнений, которое содержит свободные переменные, называется общим решением. Таким образом, х1=3-х3; х2= -1 ( общее решение системы линейных уравнений. Придавая свободным переменным произвольные значения, мы будем получать различные частные решения исходной системы. Например, при х3 = 1, частное решение будет следующим: х1 = 2; х2 = -1; х3 = 1; при х3 = 2, частное решение будет таким: х1 = 1; х2 = -1; х3 = 2. Таким образом, существует множество частных решений исходной системы.

Определение. Частное решение, которое определяется из общего решения системы линейных уравнений при условии, что свободные переменные будут равны нулю, называется базисным решением.

Исходная система линейных уравнений будет иметь следующее базисное решение: х1 = 3; х2 = -1; х3 = 0. Проверка показывает, что это решение удовлетворяет всем трем уравнениям исходной системы, т. е. является ее решением.

Ответ: Система имеет множество решений.

Рассмотренная методика решения неопределенной системы линейных уравнений используется и в случае, если число переменных изначально превышает число уравнений.

Решение однородных систем линейных уравнений

Определение. Система линейных уравнений называется однородной если свободные члены этой системы будут все равны нулю. 

Однородная система линейных уравнений всегда будет совместной, т. к. она имеет нулевое решение.

а) Решение однородной системы двух линейных уравнений 

с тремя неизвестными


Однородная система двух линейных уравнений с тремя неизвестными имеет вид:
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Решение системы определяется следующими соотношениями:
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где t( произвольное число.

П р и м е р. Решить систему линейных уравнений:
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Решение:
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Пусть t = 1, тогда х1 = -1; х2 = -4; х3 = 5.

Ответ: Система неопределенная. Одно из частных решений: х1 = -1; х2 = -4; х3 = 5.

б) Решение однородной системы трех линейных уравнений 

с тремя неизвестными

Однородная система трех линейных уравнений с тремя неизвестными имеет вид:
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Данная система будет иметь ненулевые решения лишь в том случае, когда определитель системы будет равен нулю. Отбрасывая одно из уравнений, мы получим однородную систему двух линейных уравнений с тремя неизвестными, методика решения которой уже разобрана ранее.

П р и м е р. Решить систему линейных уравнений:
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Решение:

Находим определитель (:


[image: image90.wmf]D
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Поскольку определитель ( отличный от нуля, система имеет нулевое решение.

Ответ: х1 = 0; х2 = 0; х3 = 0.

П р и м е р. Решить систему линейных уравнений:
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Решение:

Находим определитель (:
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Поскольку (=0, то следовательно, система имеет ненулевые решения. Отбрасывая третье уравнение, получим следующую систему:
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Найдем решение системы, используя методику решения однородной системы двух линейных уравнений с тремя неизвестными.
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При t=1, получим решение: х1 = 2; х2 = -1; х3 = -1.

Проверка показывает, что это решение удовлетворяет отброшенное третье уравнение и является решением исходной системы.

Ответ: Множество решений. Одно из частных решений: х1 = 2; х2 = -1; х3 = -1.

Решение систем линейных уравнений матричным способом

Пусть имеется система линейных уравнений: 
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Введем матрицы:
[image: image96.wmf](
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Тогда исходную систему линейных уравнений можно записать следующим образом: АХ=В; отсюда матричное решение будет иметь вид: Х=А-1В.

Примечание. Матричным способом можно решать систему линейных уравнений лишь в том случае, когда матрица из коэффициентов при неизвестных будет обратимой.

П р и м е р. Решить матричным способом систему линейных уравнений: 
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Решение:

находим определитель (:
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Поскольку ((0, следовательно матрица из коэффициентов при неизвестных будет обратимой и, следовательно, систему линейных уравнений можно решить матричным способом.
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Находим алгебраические дополнения элементов матрицы А.
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Найдем обратную матрицу А-1:


[image: image103.wmf]А
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Найдем решение системы линейных уравнений:
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Таким образом, 
[image: image105.wmf]Х
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. Поскольку матрица 
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, получим следующее решение: х1 = 1; х2 = 3; х3 = 0.

Ответ: х1 = 1; х2 = 3; х3 = 0.

Решение систем линейных уравнений 

методом Жордана-Гаусса

Этот метод основан на тождественных преобразованиях системы линейных уравнений, которые удобно выполнять в форме преобразования таблицы из коэффициентов при неизвестных и свободных членов. Так, для системы линейных уравнений 
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 соответствующая первоначальная таблица будет иметь вид:

	хб
	х1
	х2
	вi

	
	а11
	а12
	в1

	
	а21
	а22
	в2


Аналогичную структуру будут иметь и таблицы, соответствующие системам линейных уравнений большей размерности.

Алгоритм решения систем линейных уравнений методом Жордана-Гаусса

1. Из коэффициентов при неизвестных в таблице произвольным образом выбираем разрешающий элемент аij(0. Этот элемент будет определять i-ую разрешающую строку и  j-ый разрешающий столбец.

2. Разрешающую строку делим на разрешающий элемент аij и записываем результат в следующую таблицу.

3. На месте разрешающего элемента аij в следующей таблице всегда будет находиться единица. Все остальные элементы j-го столбца последующей таблицы будут нулевыми.

4. Все другие элементы последующей таблицы будут рассчитываться с помощью схемы:
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  Табл.1



    Табл. 2

Элемент d1 определяется следующим образом: 
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5. Разрешающий элемент в последующих таблицах определяется так, чтобы разрешающие строка и столбец не повторялись.

6. Переменные, коэффициенты при которых образуют единичную матрицу, будем называть базисным и записывать в соответствующей строке столбца хб. 

7. Столбцы хб и вi последней таблицы будут давать решение исходной системы линейных уравнений.

П р и м е р. Решить систему линейных уравнений методом Жордана-Гаусса. 
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Решение:

Запишем систему линейных уравнений в виде таблицы:

Таблица 1

	хб
	х1
	х2
	х3
	вi

	
	1
	1
	-1
	-2

	
	3
	-1
	3
	10

	
	-1
	1
	1
	0


В качестве разрешающего элемента возьмем коэффициент а11 = 1. Тогда разрешающей будет первая строка и разрешающим будет первый столбец.

Переходим ко второй таблице. Первую строку без изменения (делим на единицу) записываем во вторую таблицу первой строкой. “Разрешающая” единица без изменения перейдет во вторую таблицу. Остальные элементы первого столбца второй таблицы будут нулевыми. Приведем методику расчета других элементов второй таблицы.
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таблица 2

	хб
	х1
	х2
	х3
	вi

	х1
	1
	1
	-1
	-2

	
	0
	-4
	6
	16

	
	0
	2
	0
	-2


Переменная х1 стала базисной, поэтому х1 записывается в столбец хб против соответствующего единичного коэффициента при переменной х1, т.е. в первой строке. В качестве разрешающего выбираем элемент 
[image: image117.wmf]¢
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 и переходим к таблице 3.

Таблица 3

	хб
	х1
	х2
	х3
	вi

	х1
	1
	0
	-1
	-1

	
	0
	0
	6
	12

	х3
	0
	1
	0
	-1


После преобразования элементов таблицы 3, получим заключительную таблицу 4.

Таблица 4

	хб
	х1
	х2
	х3
	вi

	х1
	1
	0
	0
	1

	х2
	0
	0
	1
	2

	х3
	0
	1
	0
	-1


Первый и последний столбцы таблицы 4 дают решение системы линейных уравнений.

Ответ: х1=1; х2=-1; х3=2.

Задания для самостоятельной работы 


Задание 1. Решите системы линейных уравнений:

 
Решение найти тремя способами: 1) по формулам Крамера; 2) матричным способом; 3) методом Жордана-Гаусса.  
 1.
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