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Лекция 1. Математический анализ
1.1. Предел функции
 Опр.     Сопоставление при котором каждому значению 
[image: image1.wmf]X
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 по какому – либо закону поставлено в соответствие 
[image: image2.wmf]Y
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 определяет однозначное отображение и называется функцией одной переменной с областью определения X и множеством значений Y.
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         Пусть 
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 определена в некоторой окрестности точки а.

Опр.   Число b называется пределом функции 
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, если для любой последовательности аргументов 
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 сходящихся к а, соответствующая последовательность значений  функций 
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Обозн.  
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Таблица пределов:

[image: image11.wmf](

)

7

,

2

1

1

lim

.

8

.

1

lim

.

7

2

1

cos

1

lim

.

6

ln

1

lim

.

5

1

)

1

ln(

lim

.

4

1

)

1

(

lim

.

3

1

lim

.

2

1

sin

lim

.

1

1

2

0

0

0

0

0

0

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

+

=

-

=

-

=

+

=

-

=

=

¥

®

¥

®

®

®

®

®

®

®

e

x

e

x

x

x

a

x

a

x

x

x

e

x

tgx

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


Свойства пределов:
1) 
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Пример. Вычислить предел.
 
[image: image17.wmf]2

1

2

0

2

2

sin

lim

2

0

2

sin

lim

lim

)

2

sin

(

lim

)

3

0

3

2

1

0

3

2

1

lim

)

2

5

1

6

1

)

1

(

6

)

1

6

(

lim

)

1

0

2

0

2

0

2

2

1

2

2

1

=

×

+

=

+

=

+

=

+

=

-

-

=

-

+

-

=

-

=

-

-

=

-

®

®

®

-

®

-

®

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


Задача:
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Первым замечательным пределом называется предел отношения синуса бесконечно малой дуги к той же дуге, выраженной в радианной мере:

[image: image19.png]lim
it
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Приведённое выше равенство основано на эквивалентности бесконечно малых [image: image20.png]sinx~x



. Следовательно, верно равенство и следующего отношения:

[image: image21.png]lim ——
®0gin x



.

Пример 1. Найти предел [image: image22.png]


.

Решение. Подстановка вместо x нуля приводит к неопределённости:

[image: image23.png]4r'-5x_(0
lim -2
w0 53z L0



.

В знаменателе - синус, следовательно, выражение можно привести к первому замечательному пределу. Начинаем преобразования:

[image: image24.png]- 4x-5
fug 40Ty 205
a3 "B sndx




.

В знаменателе - синус трёх икс, а в числителе всего лишь один икс, значит, нужно получить три икс и в числителе. Для чего? Чтобы представить 3x = a и получить выражение [image: image25.png]sing



.  И приходим к разновидности первого замечательного предела:

[image: image26.png]lim —~—
20 ging



,  потому что неважно, какая буква (переменная) в этой формуле стоит вместо икса.  Умножаем икс на три и тут же делим:

[image: image27.png]_ 3xe. (4x 5)
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.В соответствии с замеченным первым замечательным пределом производим замену дробного выражения:

[image: image28.png]3 a
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.

Теперь можем окончательно решить данный предел:

[image: image29.png]Lax- s)]

lny [
=tlsing 3



.

Пример 2. Найти предел [image: image30.png]it

sin 2x
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.

Решение. Непосредственная подстановка вновь приводит к неопределённости "нуль делить на нуль":

[image: image31.png]


.  Чтобы получить первый замечательный предел, нужно, чтобы икс под знаком синуса в числителе и просто икс в знаменателе были с одним и тем же коэффициентом. Пусть этот коэффициент будет равен 2. Для этого представим нынешний коэффициент при иксе как [image: image32.png]


 и далее, производя действия с дробями, получаем:

[image: image33.png]


.

Пример 3. Найти предел [image: image34.png]lim

]




.

Решение. При подстановке вновь получаем неопределённость "нуль делить на нуль":

[image: image35.png]


.Наверное, вам уже понятно, что из исходного выражения можно получить первый замечательный предел, умноженный на первый замечательный предел. Для этого раскладываем квадраты икса в числителе и синуса в знаменателе на одинаковые множители, а чтобы получить у иксов и у синуса одинаковые коэффициенты, иксы в числителе делим на 3 и тут же умножаем на 3. Получаем:

[image: image36.png]
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Пример 4. Найти предел [image: image38.png]sin 2x

lim
0 gin 3x



.

Решение. Вновь получаем неопределённость "нуль делить на нуль":[image: image39.png]sin2x (0
lim ==
=0sin3x L0



.

Можем получить отношение двух первых замечательных пределов. Делим и числитель, и знаменатель на икс. Затем, чтобы коэффициенты при синусах и при иксах совпадали, верхний икс умножаем на 2 и тут же делим на 2, а нижний икс умножаем на 3 и тут же делим на 3. Получаем:
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Пример 5. Найти предел [image: image42.png]it
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.  
Решение. И вновь неопределённость "нуль делить на нуль":[image: image43.png]tgx
lim = =
o

0
0



.

Помним из тригонометрии, что тангенс - это отношение синуса к косинусу, а косинус нуля равен единице. Производим преобразования и получаем:
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Пример 6. Найти предел [image: image46.png]lim xetglx



.

Решение. Тригонометрическая функция под знаком предела вновь наталкивает на мысль о применении первого замечательного предела. Представляем его как отношение синуса к косинусу.
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Так как [image: image48.png]


, то [image: image49.png]
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Пример 7. Найти предел [image: image51.png]it
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Решение. И вновь неопределённость "ноль делить на ноль" и синус под знаком предела. Значит надо приводить к первому замечательному пределу. Умножим числитель и знаменатель на выражение сопряжённое числителю и получим
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Пример 8. Найти предел [image: image53.png]1-cosx
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.

Решение. Бороться с неопределённостью "ноль делить на ноль" будем приведением к первому замечательному пределу. Вспоминаем формулу тригонометрической единицы и подставляем её. Потом вспоминаем, что косинус в квадрате нуля и просто косинус нуля равны единице, а они у нас с противоположными знаками, значит взаимно уничтожаются. Затем умножаем числитель и знаменатель на выражение, сопряжённое знаменателю. И дальнейшие преобразования. Всё вышеописанное выглядит так:
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Вторым замечательным пределом называется предел
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,     где     [image: image64.png]2,718284.




 - иррациональное число.

Непосредственная подстановка бесконечности в выражение приводит к бесконечности вида [image: image65.png]


.

Значит, если при непосредственном вычислении предела у вас получилась неопределённость такого вида, то решать задачу следует путём приведения ко второму замечательному пределу. Во всех этих задачах для получения второго замечательного предела требуется производить замену сложной функции более простой.

Второй замечательный предел может быть записан в другом виде, если положить[image: image66.png]Vx=2z,



 тогда [image: image67.png]z=1/x



.

Из условия
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 получим                   [image: image69.png]hm(1+z)”’



    
Пример 1. Найти предел [image: image70.png]lim
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.

Решение. Подстановка вместо x бесконечности приводит к неопределённости:

[image: image71.png]


.Значит, нужно привести выражение ко второму замечательному пределу. Облегчим себе жизнь перед заменой сложной функции более простой, представив степень[image: image72.png]ix=brel
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:
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Заменяем функцию 6x переменной n, которая также стремится к бесконечности:

[image: image74.png]


.

Это второй замечательный предел, индивидуальна только степень числа е:

[image: image75.png]


.

Пример 2. Найти предел [image: image76.png]


.

Решение. Непосредственная подстановка приводит к неопределённости "бесконечность делить на бесконечность в степени бесконечность":

[image: image77.png]


.

Бесконечность в показателе степени - признак того, что выражение можно привести к отношению двух вторых замечательных пределов. В самом деле, если числитель и знаменатель поделить почленно на x, то слева и в числителе и в знаменателе будет уже по единице:

[image: image78.png]


.[image: image79.png]



Почти второй замечательный предел. А чтобы это было не почти, а вторым замечательным пределом, нужно, чтобы во вторых слагаемых и в числителе, и в знаменателе были единицы. Для этого произведём замены функций:
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Подставляем и получаем:
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Это уже отношение вторых замечательных пределов, а степени выражений в числителе и знаменателе - индивидуальны:
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Пример 3. Найти предел

[image: image84.png]1m5(1+2x)”*




Решение. Применяем разновидность (Alt) второго замечательного предела:
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1.2. Производная функции
1. Непрерывность функции.

Опр.   Функция 
[image: image86.wmf])

(

x

f

y

=
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      Пусть функция у = f(x) определена на промежутке X. Возьмем точку х
[image: image89.wmf]Î

Х.   Дадим значению х приращение 
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 Опр.   Производной функции у = f(x) называется предел отношения приращения функции к приращению независимой переменной при стремлении последнего к нулю (если этот предел существует):
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Пример.  
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Таблица производных:
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Свойства производных:       Если С - постоянное число, 
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Пример. Вычислить производную функций.
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Задача. Найти производные функции.

1.3. Производная сложной функции
Пусть 
[image: image115.wmf]-

=

Þ

=

=

))

(

(

)

(

),

(

x

f

z

x

y

x

f

z

j

j

композиция двух функций.
 Если функция 
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Пример. 
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Задача. Найти производную   функции.
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1.4 Исследование функции с помощью производной

Опр. Точки мах и min функции называются точками экстремума функции.
Пример. Y=|x|, x=0 – точка min.
  Пусть выполняются следующие условия:
1. 
[image: image123.wmf]-
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стационарная точка дифференцируемой функции, т.е. 
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2. При переходе аргумента x через точку 
[image: image125.wmf]0
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 производная меняет знак,

Тогда точка  
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 является  точкой экстремума функции  
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1) Если при переходе через точку 
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 производная меняет знак с «-» на «+», то 
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 - точка минимума.

2) Если при переходе через точку 
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 производная меняет знак с «+» на «-», то 
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Пример. 
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Опр.  Функция 
[image: image133.wmf])
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 называется выпуклой вниз на (a,b), если какова бы ни была точка 
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, график этой функции целиком находится над графиком касательной, проходящей через эту точку.
Аналогично выпуклая вверх с заменой слов «над» графиком на слова «под» графиком.
Опр. Точка 
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 называется точкой перегиба графика функции 
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  Пусть 
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Пример. 
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 Пусть точка 
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 является корнем уравнения 
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 вторая производная меняет знак , то точка 
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 является точкой перегиба функции 
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1)  Если при переходе через 
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[image: image147.wmf])
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 меняет знак с «-» на «+» , то выпуклость вниз меняется на выпуклость вверх.

2) Если при переходе через 
[image: image148.wmf]0
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[image: image149.wmf])
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 меняет знак с «+» на «-» , то выпуклость вверх меняется на выпуклость вниз.

Схема исследования функции с помощью производной:

1) найти область определения функции;
2) найти точки разрыва функции и вертикальные асимптоты (если они существуют);
3) исследовать функцию на четность (нечетность) и на периодичность (для тригонометрических функций);
4) найти экстремумы и интервалы монотонности функции;
5) определить интервалы выпуклости (вогнутости) и точки перегиба;
6)  исследовать поведение функции в бесконечности, найти горизонтальные и наклонные асимптоты;
 7) найти точки пересечения с осями координат и, возможно, некоторые дополнительные точки, уточняющие график.
      Исследование функции проводится одновременно с построением ее графика.
 Пример.    Исследовать функцию 
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 и построить ее график.      Решение:

1. Область определения 
[image: image151.wmf](
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.
2. Функция непрерывна во всей ее области определения. Следовательно, нет ни точек разрыва, ни вертикальных асимптот.
3. Функция четная, так как 
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График функции симметричен относительно оси ординат.
4. Экстремумы и интервалы монотонности. 
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 получим  три  критические  точки: 
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      На интервалах (-∞; -1) и (0; 1) функция   убывает, на интервалах      (-1 ; 0) и (1 ; +∞) - возрастает. При     переходе   через   критические точки    x1 = -1 и х3 = 1  производная меняет знак с минуса на плюс, следовательно, в этих точках функция имеет минимум. 
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5. Интервалы выпуклости и точки перегиба.
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. Определяем знак второй   производной в каждом из интервалов: 
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      Таким образом, кривая, вогнутая на интервалах 
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         6. Наклонная асимптота имеет вид у = kx + b, если существуют конечные пределы: 
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  Таким образом, функция не имеет наклонных асимптот.                             

          7. Дополнительные точки, уточняющие график:
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Задачи. 
1. Вычислить производные.
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2. Построить график функции.
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1.4 Интегральное исчисление

1. Первообразная функции

Опр.    Функция F(x) над первообразной функции F(x) на некотором промежутке, если для всех x из этого промежутка 
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Задача Док – ть, что F(x) – первооб. F(x)
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§  Неопределенный 
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Опр.   Интегрирование – это процесс нахождения первообразованых

Опр.   Множество первообразованых для данной функции F(x) над неопределенным интегралом и обозначается 
[image: image194.wmf].
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Таблица неопределенных интегралов
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Свойства неопределенного интеграла:

1. Если 
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Задача: Вычислить неопределенный интеграл.
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Задача. Вычислить неопределенный интеграл.
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Самостоятельная работа.
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1.6. Определенный интеграл. Вычисление площадей плоских фигур.

Опр.6.1. Фигура, ограниченная снизу отрезком 
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графиком функции 
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называется криволинейной трапецией.[image: image674.png]
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                                           Площадь криволинейной трапеции вычисляется по формуле:  
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Таким образом, вычисление площади криволинейной трапеции сводится к отысканию первообразной F(x) функции 
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Опр.  Разность 
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Пример. Найти площадь фигуры, ограниченной графиком 
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Свойства определенного интеграла  аналогичны свойствам неопределенного интеграла.
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Задача 1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной
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Задача 2. Вычислить определенный интеграл.
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1.7. Метод замены переменной (метод подстановки).

Существует три метода вычисления интегралов:  непосредственное интегрирование, метод замены переменной, метод интегрирования по частям.
Пример.
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Задачи.
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1.8. Дифференциальные уравнения
Опр. Диф.уравнением называется уравнение, связывающее функцию 
[image: image238.wmf])
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Опр. Если функция 
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 зависит только от переменной x, то диф.урав. называется обыкновенным.  
Общий вид обыкновенного диф.уравнения. 
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Опр.  Максимальный порядок входящих в уравнение производных называется порядком диф.уравнения.
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Решить диф.уравнение – значит найти первообразную функции f(x), т.е. вычислить неопределенный интеграл от F(x).
Пусть дано диф.ур. первого порядка 
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общее решение диф.уравнения.

Алгоритм решения диф.уравнений:

1. 
[image: image245.wmf]dx

dy

y

=

¢


2. домножаем обе части уравнения на 
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 и переносим слагаемые с 
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3. Переменные, содержащие x переносим к 
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4. Интегрируем обе части уравнения.

Пример. Решить диф.уравнение. 
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Уравнению вида 
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Опр.Уравнение (*) называется уравнением с разделяющимися переменными, а уравнение (**) – уравнением с разделенными переменными.
Пример. 
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1. 9. Однородные дифференциальные уравнения первого порядка
Опр.  Функция 
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Опр.  Уравнение вида 
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 называется однородным дифференциальным уравнением первого порядка.

Опр. Уравнение 
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 называется линейным дифференциальным уравнением первого порядка.


Такое уравнение вычисляется с помощью замены 
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Задача. Решить диф.уравнение.
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1.10 Частные производные

 Дана функция двух переменных Z=F(x,y), дадим аргументу x приращение x, а   Y менять не будем, Т.Е. перейдем от точки с координатами (x,y) к точке с координатами (x+bx,y).

     Тогда функция F(x,y) получит приращение
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, которое называется  частным приращением  функции  F(x,y) по переменной x.

Опр.
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 Он называется частной производной функции      f (x,y) и обозначается 
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Аналогична определяется частная производная  F(x,y) по Y
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Т.Е частная производная  
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это обычная производная функции f (x,y) по переменой x при фиксированном значении y, а частная производная  
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Пример. Найти частные производные. функции 
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Задачи:

1.
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Лекция 2. Ряды
2.1. Числовые ряды
Ряды бывают: числовые, функциональные, степенные, конечные и бесконечные, знакопеременные. 

 Опр. Числовым рядом называется выражение вида  
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Для сокращенного обозначения рядов используют знак 
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Пример. 
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Опр.  Сумма первых n элементов ряда называется частичной суммой ряда 
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Опр.   Ряд называется сходящимся, если последовательность его частичных сумм сходится, т.е. 
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, где S – сумма ряда. (если предел  не существует или равен 
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Пример. Определить сходимость ряда 
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Докажем сходимость каждого ряда.
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Эти ряды являются рядами бесконечной геометрической прогрессии со знаменателем <1, тогда 
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. Так как сумма ряда конечное число, то ряд сходится.

 Необходимый признак сходимости рядов
Если ряд сходится, то его общий элемент стремится к нулю, т.е. 
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Пример. 
[image: image306.wmf]Þ

¹

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

¥

®

¥

®

¥

=

å

0

7

,

2

1

1

lim

lim

...

1

1

...

2

1

1

1

1

1

1

1

2

1

1

e

n

a

n

n

n

n

n

n

n

n

n

ряд расходится.

Признак Даламбера сходимости рядов.

 Пусть дан ряд 
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1) Если p<1, то ряд сходится.

2) Если p>1, то ряд расходится.

Пример. 
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ряд сходится.
Задача. Написать первые пять элементов ряда по заданному общему элементу и проверить сходится ли ряд.
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 2.2.  Знакопеременные ряды
Опр. Рассмотрим ряд, у которого все элементы по очереди меняют знак: 
[image: image311.wmf]...
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. Такой ряд называется знакочередующимся.


Пример. 
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Признак Лейбница
Пусть знакочередующийся ряд удовлетворяет следующим условиям:

1. Все элементы ряда убывают 
[image: image314.wmf]n
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2. Общий элемент ряда стремится к 0 при 
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Тогда ряд сходится.

2.3. Функциональные ряды
Опр.  Пусть  дана бесконечная последовательность функций 
[image: image316.wmf]),...
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, где все функции определены на некотором множестве, тогда ряд 
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 называется функциональным рядом. 

Если вместо аргумента x поставить конкретное число, то получим числовой ряд 
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Опр.  Если этот ряд сходится, то точка 
[image: image319.wmf]0
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 называется точкой сходимости ряда.

Опр.  Совокупность всех точек сходимости ряда называется областью сходимости ряда.
Факториал !  n!=1*2*3*4*…*n
                       3!=1*2*3

                       2!=1*2

                       1!=1

                       0!=1

Пример. 
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Определить сходимость данного ряда по признаку Даламбера.
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ряд сходится.

Задача. Определить сходимость ряда.
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Лекция 3. Основы дискретной математики
3.1. Множества и отношения
Опр.  Множество это совокупность объектов, которые объединены как-либо свойствами. 
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    1. Z - Множество целых чисел 
[image: image324.wmf])
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    2. Q - Множество рациональных чисел 
[image: image325.wmf]m

n

q

=


    3. N - Натуральные числа (1,2,3…)

    4. R - Действительные числа 

    5. C - Комплексные числа
Опр. Подмножеством В данного множества А называется множество, которое  содержит некоторые элементы мн. А или множество, каждый элемент которого принадлежит мн.А. 

Обозн. 
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Пустое множество это множество, которое не содержит ни одного элемента.

Обозн. 
[image: image327.wmf]Ø

 Опр. пересечением двух множеств А и В называется множество, каждый элемент которого принадлежит одновременно и множеству А, и множеству В.
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,

|

{

B

x

A

x

x

B

A

Î

Î

=

Ç


 Опр.  Объединением двух множеств А и В называется множество, каждый элемент которого принадлежит или множеству А, или множеству В, или одновременно двум множествам.
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 Опр. Разностью множеств А и В называется множество только тех элементов множества А, которые не принадлежат В.
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 Опр. 
[image: image331.wmf]A
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. Дополнением множества В до множества А называется множество таких элементов, которые принадлежат А, и не принадлежат В.
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Пример. А={0,1,2,…,9},   В={5,6,7,…,15},      C={0,1,2,…,15}

                Найти 
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Операции над множествами можно проиллюстрировать с помощью диаграмм Эйлера.

Опр.  Два множества А и В называются равными, если каждый элемент множества А принадлежит В и наоборот.

Задача 1. С помощью диаграмм Эйлера найти 
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Задача 2. А={0,1,2,3,4,5,6},  B={1,2,3,4,6,8},   C={-1,0,3,4,7,8}

Найти 
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Самостоятельно 

А={0,1,2,3},    B={-1,2,3,4,5,6}

Найти 
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Лекция 4. Основы теории комплексных чисел
4.1. Алгебраическая форма комплексного числа

 В XVI веке итальянский математик Дж.Кордано и Р.Бомбелли, решая квадратное уравнение  
[image: image337.wmf],
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 ввели символ 
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, который в XVIII веке петербургский ученый Л.Эйлер обозначил 
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, отсюда решение данного квадратного уравнения имеет вид 
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 так появилось множество комплексных чисел.

 Опр. Комплексным числом z называется выражение вида 
[image: image341.wmf]bi
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, где a- действительная часть комплексного числа, b-мнимая часть, 
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 - алгебраическая форма комплексного числа.

 Опр.1.2. Два к.ч. 
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 называются равными, если их действительные и мнимые части равны, т.е. 
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К.ч. вида 
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К.ч. вида  
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 называются комплексно – сопряженными.

Пример. 
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комплексно – сопряженные.

 Опр.  Суммой двух к.ч. 
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 Опр. Разностью двух к.ч. 
[image: image352.wmf]di
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Пример. 
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 Опр. Произведение двух к.ч. 
[image: image355.wmf]di
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Пример. 
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 Опр. 1.6. Частным двух к.ч. 
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Пример. 
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Пример Выполнить действия сложения, вычитания, умножения, деления над комплексными числами в алгебраической форме.

Z1=3+4i, Z2=2i18-5i15
Решение
Предварительно преобразуем второе число, используя значения степеней мнимой единицы. i18=i16+2=i16i2=1i2=-1, i15=i12+3=i12i3=i3=-i, Z2=-2+5i
Выполним действия над числами:
Z1+Z2=(3+4i)+(-2+5i)=3+4i-2+5i=(3-2)+(4i+5i)=1+9i

Z1-Z2=(3+4i)-(-2+5i)=3+4i+2-5i=(3+2)+(4i-5i)=5-I

Z1 .Z2=(3+4i) . (-2+5i)=-6+15i – 8i +20i2=-6+7i – 20= - 26 + 7i
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4.2. Геометрическое представление комплексных чисел.


Для геометрического представления к.ч.  используют точки и векторы координатной плоскости. В качестве к.ч. 
[image: image362.wmf]bi
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 используют точку с абсциссой а и ординатой b. 
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Если к.ч. 
[image: image363.wmf]¹

 0, то его можно представить в виде
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 где 
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Угол 
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 - угол, образованный 
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 с осью OX, назначенный аргументом  к.ч. и обознается 
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Чтобы перейти от алгебраической формулы к.ч к тригонометрической и обратно, необходимо сделать следующие преобразования:
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Пример.  
[image: image373.wmf]i
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. Составить тригонометрическую форму к.ч. и изобразить его?
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Действия над к.ч. в тригонометрической форме:
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Пример Представить число в тригонометрической форме Z=
[image: image376.wmf]i
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   Найдем модуль и аргумент комплексного числа.
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Задача 1. 
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       найти: 
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Задача 2. Построить к.ч. A(-1), B(i), C(-2), D(-3i), E(2-3i),F(-4-2i), M(3+i), 

N(-6+2i), P(2+2i), K(-2+2i), L(-2-2i).

Задача 3. Представить в тригонометрической форме к.ч.
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Задача 4. представить в тригонометрической форме к.ч.
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4.3. Показательная форма комплексного числа
Кроме алгебраической и тригонометрической формы к.ч. имеют также показательную форму: 
[image: image382.wmf]a
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Если 
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Если 
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Сравним записи комплексных чисел 
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Пусть 
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Аналогично комплексно-сопряженные: 
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Складывая два эти равенства, получим: 
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Вычитая эти два равенства, получим: 
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Пример. Найти показательную форму комплексного числа 
[image: image392.wmf]i
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Решение. 
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Задачи: 
1. Найти показательную форму комплексного числа.
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2. Найти тригонометрическую форму комплексного числа.
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3. Найти  
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4.   Найти  
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Действия над к.ч.
1. Дано 
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     Найти    
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2. Дано 
[image: image402.wmf]i
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  Найти тригонометрическую и показательную формы к.ч.

3. Дано 
[image: image403.wmf])
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  Найти алгебраическую и показательную формы к.ч.

4. Решить уравнение 
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Лекция 5. Основные понятия комбинаторики и  теории вероятностей
5.1. Основные понятия комбинаторики
В разделе математики, который называется комбинаторикой, решаются некоторые задачи, связанные с рассмотрением множеств и составлением различных комбинаций из элементов этих множеств. Например, если взять 10 различных цифр 0, 1, 2, 3,: , 9 и составлять из них комбинации, то будем получать различные числа, например 143, 431, 5671, 1207, 43 и т.п.

Мы видим, что некоторые из таких комбинаций отличаются только порядком цифр (например, 143 и 431), другие - входящими в них цифрами (например, 5671 и 1207), третьи различаются и числом цифр (например, 143 и 43).

Таким образом, полученные комбинации удовлетворяют различным условиям.

В зависимости от правил составления можно выделить три типа комбинаций: перестановки, размещения, сочетания.
Предварительно познакомимся с понятием факториала.
Произведение всех натуральных чисел от 1 до n включительно называют n-факториалом и пишут [image: image405.png]al=123 _(z-1n



.

Пример.

Вычислить: а) [image: image406.png]


; б) [image: image407.png]TFI=51



; в) [image: image408.png]451
6



.

Решение. а) [image: image409.png]


.

б) Так как [image: image410.png]TN=1-2.3-4.5.6.7



 и [image: image411.png]S1=1.2.3.4.5



, то можно вынести за скобки [image: image412.png]



Тогда получим

[image: image413.png]SiE-7-1) =541

2'34:5:41=120-4

4520



.

в) [image: image414.png]TSI _SI6-T+ _6-7+1_43

6 516 6 6



.

Перестановки
Комбинация из n элементов, которые отличаются друг от друга только порядком элементов, называются перестановками.

Перестановки обозначаются символом Рn, где n- число элементов, входящих в каждую перестановку. (Р - первая буква французского слова permutation- перестановка).

Число перестановок можно вычислить по формуле    [image: image415.png]Fo=n(n-1)(n-2).321




или с помощью факториала:      [image: image416.png]



Запомним, что 0!=1 и 1!=1.
Пример. Сколькими способами можно расставлять на одной полке шесть различных книг?

Решение. Искомое число способов равно числу перестановок из 6 элементов, т.е.

[image: image417.png]F=6l=123456=720



.

Размещения
Размещениями из m элементов в n в каждом называются такие соединения, которые отличаются друг от друга либо самими элементами (хотя бы одним), либо порядком из расположения.

Размещения обозначаются символом [image: image418.png]


, где m- число всех имеющихся элементов, n- число элементов в каждой комбинации. (А-первая буква французского слова arrangement, что означает "размещение, приведение в порядок").

При этом полагают, что n[image: image419.png]


m.
Число размещений можно вычислить по формуле

[image: image420.png](= 1)m=2)

Py




,

т.е. число всех возможных размещений из m элементов по n равно произведению n последовательных целых чисел, из которых большее есть m.

Запишем эту формулу в факториальной форме:

[image: image421.png]__
-l




.

Пример. Сколько вариантов распределения трех путевок в санатории различного профиля можно составить для пяти претендентов?

Решение. Искомое число вариантов равно числу размещений из 5 элементов по 3 элемента, т.е.

[image: image422.png]A4 =543=60



.

Сочетания
Сочетаниями называются все возможные комбинации из m элементов по n, которые отличаются друг от друга по крайней мере хотя бы одним элементом (здесь m и n-натуральные числа, причем n [image: image423.png]


 m).

Число сочетаний из m элементов по n обозначаются [image: image424.png]o



 (С-первая буква французского словаcombination - сочетание).

В общем случае число из m элементов по n равно числу размещений из m элементов по n, деленному на число перестановок из n элементов:

[image: image425.png]



Используя для чисел размещений и перестановок факториальные формулы, получим:

[image: image426.png]-
Gn-mlal




Пример. В бригаде из 25 человек нужно выделить четырех для работы на определенном участке. Сколькими способами это можно сделать?

Решение. Так как порядок выбранных четырех человек не имеет значения, то это можно сделать [image: image427.png]foid
25



способами.

Находим по первой формуле

[image: image428.png]4 25242322
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.

Кроме того, при решении задач используются следующие формулы, выражающие основные свойства сочетаний:

[image: image429.png]


 [image: image430.png](0<nm)



  (по определению полагают [image: image431.png]


 и [image: image432.png]


);

[image: image433.png]Cp+owt =
=l
ey



.

Решение комбинаторных задач
Задача 1. На факультете изучается 16 предметов. На понедельник нужно в расписание поставить 3 предмета. Сколькими способами можно это сделать?

Решение. Способов постановки в расписание трех предметов из 16 столько, сколько можно составить размещений из 16 элементов по 3.

[image: image434.png]3 160 _ 161 13141516
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.

Задача 2. Из 15 объектов нужно отобрать 10 объектов. Сколькими способами это можно сделать?

Решение.

[image: image435.png]w__ 19 _ 150 _10r11-12-13-14-15 1112131415 _11'3'13-3-14 _
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Задача 3. В соревнованиях участвовало четыре команды. Сколько вариантов распределения мест между ними возможно?

Решение.   [image: image436.png]


.

Задача 4. Сколькими способами можно составить дозор из трех солдат и одного офицера, если имеется 80 солдат и 3 офицера?

Решение. Солдат в дозор можно выбрать

[image: image437.png]2 _ 801 _7778-79-80 _78-79-80

AR AL - 13-79-80 = 82160
73 7123 0.3




способами, а офицеров [image: image438.png]


 способами. Так как с каждой командой из солдат может пойти любой офицер, то всего имеется [image: image439.png]Ch C3 = 821603 = 246480



 способов.

Задача 5. Найти [image: image440.png]


, если известно, что [image: image441.png]


.

Решение.

Так как [image: image442.png]2
-

@@= _ x- _ @-HME-3(E-2) _(x-3H(x-2)
x-2-212 (x-4)2 -2 2



, то получим

[image: image443.png]G-z _ oy
2



,    [image: image444.png](x-3)(x-2) =42



,    [image: image445.png]


, [image: image446.png]



[image: image447.png]


, [image: image448.png]


.  По определению сочетания следует, что [image: image449.png]


, [image: image450.png]


. Т.о. [image: image451.png]


.

Ответ: 9

5.2. Вероятность. Случайные события
Т.В. изучает закономерности, имеющие место в массовых случайных явлениях.
Опр. Два события называются несовместными, если появление одного из них исключает появление другого. В противном случае они называются совместными.

Пример 1. В ящике имеются стандартные и нестандартные детали. Наудачу берут одну деталь.

Событие А1 – достали стандартную деталь.
Событие А2 – достали нестандартную деталь.

События А1 и А2 несовместные

Пример 2. Брошена игральная кость.
Событие А1 – появилось два очка.

Событие А2 – появилось четное число очков.

События А1 и А2 совместные.

Опр.   Пусть событие А связано с опытом. Повторим опыт n раз, при этом событие А появится m раз, тогда  m/n называется частотой появления события А.

Опр.  Вероятностью события А называется число, равное m/n, где m – число событий, благоприятных для А, n – обще число событий, тогда вероятность события А обозначается Р(А)= m/n.
Свойства вероятности Р(А):

1. 
[image: image452.wmf]1
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2. Р(u)=1, где u – достоверное событие.

3. Р(v)=0, где v – невозможное событие.
Теорема сложения вероятностей:

Вероятность суммы двух несовместных событий А и В равна сумме вероятностей этих событий.

                Р(А+В)=Р(А)+Р(В)
Теорема произведения вероятностей:

Вероятность произведения двух несовместных событий А и В равна произведению вероятности одного из них на условную вероятность другого.
           Р(А*В)=Р(А)*Р(В/А)

Опр.1.4. Условной вероятностью  события В при условии, что событие А произошло называется отношение вероятности произведения А*В к вероятности события А.

               Р(В/А)=Р(А*В)/Р(А)

Полная вероятность. Формула Байеса

Если событие А может произойти только при выполнении одного из событий Н1, Н2, …, которые образуют полную группу несовместных событий, то вероятность события А вычисляется по формуле


[image: image453.wmf]112233
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Эта формула называется формулой полной вероятности.

Если выполняются все условия, имеющие место для формулы полной вероятности, и 
[image: image454.wmf](A)0

p

¹

, то выполняется равенство, называемое формулой Байеса:
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Пример.  В первой партии 20 ламп, во второй – 30 ламп и в третьей – 50 ламп. Вероятности того, что проработает заданное время, равна для первой партии 0,7, для второй – 0,8 и для третьей партии – 0,9. Какова вероятность того, что наудачу взятая лампа проработает заданное время? Найти вероятность, что эта лампа принадлежит первой партии?

Решение: Пусть событие А – наудачу взятая лампа проработает заданное время.

Тогда, пусть Н1 – лампа из первой партии, Н2 – лампа из второй партии и Н3 – лампа из третьей партии. Тогда событие А/Н1 – лампа из первой партии проработает заданное время, А/Н2 – лампа из второй партии проработает заданное время и А/Н3 – лампа из третьей партии проработает заданное время. Найдем вероятности


[image: image456.wmf]1

2

3

1

2

3

112233

203050100

20

(H)0,2

100

30

(H)0,3

100

50

(H)0,5

100

(A/H)0,7

(A/H)0,8

(A/H)0,9

(A)p(H)p(A/H)p(H)p(A/H)p(H)p(A/H)

0,20,70,30,80,50,90,140,240,450,83

n

p

p

p

p

p

p

p

=++=

==

==

==

=

=

=

=×+×+×=

=×+×+×=++=


Теперь, используя формулу Байеса найдем вероятность того, что эта лампа принадлежит первой партии

 
[image: image457.wmf]11

1

p(H)p(A/H)

0,20,7

(H/A)0,169

(A)0,83

p

p

×

×

==»


Формула Бернулли
Вероятность того, что событие А наступит ровно m раз при проведении n независимых испытаний, каждый из которых имеет ровно два исхода вычисляется по формуле Бернулли 
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Пример Вероятность выигрыша по одному лотерейному билету равна 0,2. Найти вероятность, что из 6 приобретенных билетов 2 окажутся выигрышными.

Решение:
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Пример  Найти вероятность осуществления от двух до четырех разговоров по телефону при наблюдении пяти независимых вызовов, если вероятность того, что разговор состоится, равна 0,7.

Решение:
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Задачи:

1. В коробке находятся 100 шаров, отмеченных номерами 1,2,3,…..,100. Из коробки наугад вынимают один шар. Какова вероятность того, что номер вынутого шара содержит цифру 5.
2. Из коробки, в которой находятся 7 красных, 8 желтых, 5 зеленых шаров, наудачу вынимают один шар. Найти вероятность того, что вынутый шар окажется: А) красным, Б) желтым, В) черным, Г) зеленым.
3. Среди 50 деталей 5 нестандартных. Найти вероятность того, что наугад взятая деталь окажется А) стандартной, Б) нестандартной. 
4. Брошена игральная кость. Найти вероятность того, что А – выпало 3 очка, В – выпало нечетное число очков.
5. Монета брошена два раза. Какова вероятность того, что хотя бы один раз выпадет герб.

6. В партии из 30 пар обуви имеется 10 пар мужской, 8 пар женской, 12 пар детской. Найти вероятность того, что наугад взятая пара окажется недетской.

5.2. Случайная величина. Ее функция распределения

Опр.  Случайная величина – действительная функция, заданная на пространстве элементарных событий данного испытания.
Почти в каждой задаче в результате эксперимента возникает некоторое число. Например, испытание – бросается игральная кость. Число Х – выпавшее число очков.

Опр.  Случайная величина, принимающая различные значения, которые можно записать в виде конечной или бесконечной последовательности, называется дискретной случайной величиной. 

Опр.  Случайная величина, которая может принимать все значения  из некоторого промежутка, называется непрерывной случайной величиной.

Пример. Электрическая лампочка испытывается на длительность горения. Х – полное время горения.

Случайная величина обозначается X, Y, Z, а ее возможные значения х1,  х2, х3 …
Опр.  Законом распределения сл.в. называется правило, устанавливающее связь между возможными значениями сл.в. и их вероятностями.

Закон распределения дискретной сл.в. может быть задан таблицей или с помощью формулы. Если дискретная сл.в. Х принимает конкретное множество значений х1,х2,…хn с вероятностями р1,р2,…, рn, то закон ее распределения может быть задан формулой р1+р2+…+рn=1.
Этот закон можно задать таблицей и графически.

	Х
	х1
	х2
	х3
	…
	хn

	Р
	р1
	р2
	р3
	…
	рn


Пример. Дискретная сл.в. задана законом:
	Х
	0,2
	0,4
	0,6
	0,8
	1

	Р
	0,1
	0,2
	0,4
	р4
	0,1


Найти вероятность р4 = Р(Х=0,8). Построить график распределения?

Решение: р1+р2+р3+р4+р5=1 => р4=1-(р1+р2+р3+р5)=1-(0,1+0,2+0,4+0,1)=0,2
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Задача. Дискретная сл.в. задана законом: 

	Х
	3
	4
	5
	6
	7

	Р
	Р1
	0,15
	Р3
	0,25
	0,35


Найти р1=Р(Х=3) и р3=Р(Х=5), если р3  в 4 раза больше р1?
5.3. Математическое ожидание и дисперсия случайной величины
Числовыми характеристиками сл.в. являются математическое ожидание M(X), дисперсия D(X), среднее квадратичное отклонение 
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Опр. Математическим ожиданием дискретной сл.в. Х с законом распределения                                                  называется число  

	Х
	х1
	х2
	х3
	…
	хn

	Р
	р1
	р2
	р3
	…
	рn


                        M(X)=x1p1+x2p2+…+xnpn
Пример. Найти М(Х) числа очков, выпадающих при бросании игральной кости.
Решение. Закон распределения имеет вид 

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6


 Тогда М(Х)= 1*1/6+2*1/6+3*1/6+4*1/6+5*1/6+6*1/6=3,5

Свойства М(Х):

1. М(СХ)=С*М(Х).

2. М(Х+У)=М(Х)+М(У)

3. М(Х*У)=М(Х)*М(У)

Опр.. Пусть Х – дискретная сл.в., возможные значения которой х1,х2,…,хn, 

М(Х) – математическое ожидание, тогда сл.в. Х-М(Х) называется отклонением величины Х от ее математического ожидания, т.е. отклонение это сл.в., которая принимает значения: х1-М(Х), х2-М(Х),…, хn-М(Х).
Опр. Дисперсией сл.в. называется математическое ожидание квадрата 

отклонения сл.в. от ее математического ожидания.

Дисперсия обозначается 
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Опр.. Средним квадратичным отклонением сл.в. Х называется корень 

квадратный из дисперсии. 
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На практике часто используют формулу   
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Пример. Дискретная сл.в. имеет закон распределения 
	Х
	0
	1
	2

	Р
	0,3
	0,5
	0,2


 Найти D(X)? 
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Решение: М(Х)= 0*0,3+1*0,5+2*0,2=0,9

Запишем закон распределения отклонения этой величины, т.е. величины 
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	(0-0,9)
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	(1-0,9)
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	(2-0,9)
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	Р
	0,3
	0,5
	0,2


D(X)=(0-0,9)
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Задача. Найти М(Х)? D(X)? 
[image: image475.wmf])
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? Сл.в., заданной по закону:
	Х
	1
	2
	3
	4

	Р
	0,3
	0,1
	0,2
	0,4


Пример  Найти математическое ожидание и дисперсию числа лотерейных билетов, на которые выпадут выигрыши, если приобретено 100 билетов, а вероятность выигрыша на каждый билет равна 0,05.

Решение: 
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Лекция 6.Понятие о численном интегрировании.
Методы приближенного  интегрирования позволяют находить приближенное значение определенного интеграла от любой непрерывной функции с практически достаточной точностью. Излагаемые численные методы основаны на следующем: рассматривая интеграл как площадь криволинейной трапеции, мы получим ее приближенное значение, т.е. приближенное значение интеграла, если вычислим площадь другой трапеции, ограничивающая линия которой по возможности,  мало отклоняется по положению от заданной линии. Вспомогательную линию при этом проводим так, чтобы получилась фигура, площадь которой легко вычисляется.

Существуют следующие правила численного интегрирования:

1) правило прямоугольников и правило трапеций;

2) правило параболических трапеций, называемое правилом Симпсона.

6.1 Формулы прямоугольника в численном интегрировании.  

Правило прямоугольников и правило трапеций.
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                                                     y=f(x)
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              y0   y1    y2    y3                              yn-1  

0   а=х0   х1     х2      х3                            хn=b         x                                           

Разделим интервал интегрирования [a;b]  на n равных частей 

( частичных интервалов) и заменим данную трапецию на ступенчатую фигуру, состоящую из прямоугольников, опирающихся на частичные интервалы, причем высоты этих прямоугольников равны значению функции в начальных или конечных точках частичных интервалов(у1, у2, у3, …, у n).  Значение площади этой фигуры и будет давать приближенное значение искомого интеграла: I=
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.результат будут тем более точен, чем больше взято число частичных интервалов.

Если обозначить длины частичных интервалов как
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n

a

b

D

=

-

 и подсчитать все значения функции yi( где  i=0,1,2,3,…,n-1), то получим формулу:
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Эта формула называется формулой прямоугольников.

6.2 Формула трапеции в численном интегрировании
На практике эта формула используется  редко, т.к. естественнее ожидать, что взяв вместо прямоугольников обычные трапеции, мы практически притом же объеме работы получаем более точный результат.

Для этого составим тоже разбиение интервала [a;b] , но заменим теперь каждую дугу линии у = 
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Эта формула носит название формулы трапеций.

Пример. Вычислить приближенное значение интеграла
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Решение:
 1) Точное значение интеграла:  
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=2;

2) по формуле трапеций получаем:

                                                                                      0 
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 EMBED Equation.3  [image: image485.wmf]6

2

p
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3) Абсолютная погрешность:               | 2-1.9541|=0.0459;

     Относительная погрешность :             
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Ответ:  I≈1,9541.

6.3 Формула Симпсона
[image: image492.png]h&
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где m = n/2,   h = (b-a)/n, , b, a - концы рассматриваемого отрезка.

Пример. Для сравнения результатов вычисления вышеизложенными формулами численного интегрирования вычислим 3-мя способами следующий интеграл, разделив отрезок [0, [image: image493.png]


] на 6 равных отрезков:
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  ,   h=[image: image495.png]


.

Решение. 

По формуле левых прямоугольников:
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По формуле трапеции:
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По формуле Симпсона:
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А результат полученный аналитически равен  [image: image499.png]


= 1.

6.4 Абсолютная погрешность при численном интегрировании
Характеристики приближенного числа ( абсолютная и относительная погрешности).
Обозначим приближенное значение числа а через А. 

Абсолютную величину разности числа а и его приближенного значения А называют абсолютной погрешностью, т.е.

| a-A|.

Относительной погрешностью называют отношение абсолютной погрешности к абсолютной величине приближенного значения числа, т.е.
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Итак, чтобы найти приближённое значение интеграла нужно:

· разделить отрезок интегрирования [a, b] на n равных частей точками х0= а, х1, х2,..., х n -1, х n = b ;

· вычислить значения подынтегральной функции [image: image501.png]v=flx)



 в точках деления, т.е. найти у 0 = f (x0), у 1 = f (x1), у 2 = f (x2), у n -1 = f (xn-1), у n = f (xn) ;
· воспользоваться одной из приближённых формул.

Для того, чтобы найти погрешность вычислений, надо воспользоваться формулами:
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	Алгоритм применения метода прямоугольников для нахождения приближённого значения интеграла
	Пример применения метода прямоугольников.

	
	

	1. Разобьём отрезок [a,b] на n равных частей.
	1. Пусть        n=6.

	2. Найдем 


	2. 

	3.    Найдем точки деления: 
х k = a + k [image: image504.png]


 [image: image505.png]


 х
                         k=0,1,…,n

	

	4. Найдем значение функции в точках деления: 

у 0 = f(x0), у 1 = f(x1), у 2 = f(x2),

 у n -1 = f (xn-1), у n = f (xn);
	4.  [image: image506.png]flx,)=2"=4



             [image: image507.png].57 = 6,25




 [image: image508.png]f(x,)=3*=9



                 [image: image509.png]3,57 =12,25




 [image: image510.png]flx,)=4*=16



                 [image: image511.png]4,5% =2025






	5. Подставим полученные значения в формулу:



	5.



	6. Вычислим точное значение интеграла.
	

	7. Вычислим погрешность:

[image: image512.png]
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	7. 


Задание:
1. Найти среднее значение M функции f(x), используя формулу 
 если данная функция непрерывна, а аргумент x изменяется от  a до b.

1. [image: image514.png]TIpHM M3MeHeHHH X oT 1 o 2




2. [image: image515.png]npu U3MeHeHMH X oT 0 Jo 7




3 [image: image516.png]x* 41, npu uzMeHeHnu x oT 0 go 1





4 [image: image517.png]8x3, TpH U3MEeHeHMH X oT 1 70 2





5     [image: image518.png]2x+3, npu usMeHeHMH x OT 1 70 4




2.Вычислить интегралы методом прямоугольников и методом трапеций. Сравнить полученные результаты.  Найти относительную погрешность вычислений.
	1
	 5.
	8.

	2.

	6.

	9.


	4.Вычислить

разделив отрезок [0;4] на 40 равных частей.
	7.Вычислить

разделив отрезок [0;8] на 40 равных частей.
	10. Вычислить

разделив отрезок [0;1] на 20 равных частей.


Лекция 7. Матрицы и определители
7.1 Общая характеристика матрицы

Матрицей размерности m*n называется таблица чисел (элементов), содержащая m строк и n столбцов.

[image: image519.jpg]mam A=ay) (=12, m =12, 7).





В алгебраических выражениях часто используются специального вида матрицы:

Θ — нулевая

D — диагональная

E — единичная

Если в матрице А переставить соответствующие строки и столбцы местами, то получится матрица Ат , которую называют транспонированной матрицей А.

Пример:

[image: image520.jpg]



Если число строк и столбцов матрицы совпадает и равно n, то матрица называется квадратной n-го порядка. Две матрицы А и В одинаковой размерности равны, если все соответствующие элементы матриц равны.

§ 7.2Действия над матрицами

Умножение матрицы на число. Любую матрицу можно умножить на любое число, при этом все элементы матрицы умножаются на это число.

Сложение матриц. Две матрицы А и В одинаковой размерности можно сложить, при этом все соответветствующие элементы матриц складываются.

Свойства линейных операций

[image: image521.png]
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[image: image523.png](A+B)m=m*A+m*B




[image: image524.png](m+n)A=m*A+n*A
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Умножение матриц

Две матрицы можно умножить, если число строк второй матрицы равно числу столбцов первой матрицы. При умножении матриц получается матрица, число строк которой равно числу строк первой матрицы, а число столбцов равно числу столбцов второй матрицы.

Элементы матрицы произведения С = АВ находятся по формуле:

[image: image527.jpg]L
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где l — число строк второй и число столбцов первой матриц.

Свойства умножения матриц:

[image: image528.png](AB)C' = A(BC)




[image: image529.png](A+B)C'=AC+ BC




[image: image530.png]


 (где Е — единичная матрица)
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Пример. Произведите умножение матриц

[image: image533.jpg]123
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Всегда: строки первой матрицы умножаются на столбцы второй матрицы, то есть никогда не будет ситуации когда необходимо будет умножать столбцы первой на строки второй!

Важно: матрицы при умножении нельзя менять местами!!! — результат умножения будет другим

§7.3 Обратная матрица

	

	


Пусть имеется квадратная матрица n-го порядка

[image: image534.jpg]



Матрица А-1 называется обратной матрицей по отношению к матрице А, если А*А-1 = Е, где Е — единичная матрица n-го порядка.

Единичная матрица — такая квадратная матрица, у которой все элементы по главной диагонали, проходящей от левого верхнего угла к правому нижнему углу, — единицы, а остальные — нули, например:

[image: image535.jpg]1, &=} ﬂ.a:





Обратная матрица может существовать только для квадратных матриц т.е. для тех матриц, у которых число строк и столбцов совпадают.

Теорема условия существования обратной матрицы

Для того чтобы матрица имела обратную матрицу необходимо и достаточно, чтобы она была невырожденной.

Матрица А = (А1, А2,...Аn) называется невырожденной, если векторы-столбцы являются линейно независимыми. Число линейно независимых векторов-столбцов матрицы называется рангом матрицы [image: image536.png]


. Поэтому можно сказать, что для того, чтобы существовала обратная матрица, необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы равнялся ее размерности, т.е. r = n.

Алгоритм нахождения обратной матрицы

Записать в таблицу для решения систем уравнений методом Гаусса матрицу А и справа (на место правых частей уравнений) приписать к ней матрицу Е.

Используя преобразования Жордана, привести матрицу А к матрице, состоящей из единичных столбцов; при этом необходимо одновременно преобразовать матрицу Е.

Если необходимо, то переставить строки (уравнения) последней таблицы так, чтобы под матрицей А исходной таблицы получилась единичная матрица Е.

Записать обратную матрицу А-1, которая находится в последней таблице под матрицей Е исходной таблицы.

Пример. Для матрицы А найти обратную матрицу А-1
[image: image537.jpg]



Решение: Записываем матрицу А и справа приписываем единичную матрицу Е. Используя преобразования Жордана, приводим матрицу А к единичной матрице Е. Вычисления приведены в таблице .
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Проверим правильность вычислений умножением исходной матрицы А и обратной матрицы А-1.
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В результате умножения матриц получилась единичная матрица. Следовательно, вычисления произведены правильно.

Ответ: [image: image540.jpg]0
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7.4 Определитель матрицы

	

	


Для любой квадратной матрицы может быть найдена величина, называемая определителем. 

Определитель — это квадратная таблица чисел или математических символов (Δd).

Для матрицы второго порядка[image: image541.jpg](ﬂu ap
ay an

)



 определитель вычисляется по формуле:
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Разложение по строке или столбцу

Формулы разложения по строке или столбцу:
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Первые n формул называются формулами разложения определителя по строке, а вторые n формул называются формулами разложения определителя по столбцу.

В этих формулах [image: image544.jpg]


- алгебраические дополнения элементов аij матрицы А, где Mij — миноры элементов аij матрицы А.

Минором Mij элемента аij матрицы n-го порядка А называется определитель матрицы (n-1)-го порядка, получаемой из матрицы А вычеркиванием i-й строки и j-го столбца, на пересечении которых находится элемент aij/
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Правило Саррюса

Дописывание двух первых строк или столбцов.

[image: image546.jpg]e (s O i i s




В этом случае считаем так: a11*а22*а33 + а12*а23*31+а13*а21*а32 — а13*а22*а31 — а11*а23*а32 — а12*а21*а33

Пример

Вычислить определитель [image: image547.jpg]


двумя способами: с помощью разложения по первой строке и по правилу треугольника.

Решение:

[image: image548.jpg]2 3 4
56 g=2 (—1)‘*‘}6" 73‘—3 [t
107

=2(42-0)-3 (35-8) + 4 (0-6) =84~ 81 -2
23 4
568
107
=84+0+24-24-0-105=-21

Oxmer=1

58 3
; 7‘+4 [SVas

21

A =267+450+381-461-280-35

5
1





7.5 Свойства определителей

Свойство 1.
Определитель не изменится, если все строки заменить соответствующими столбцами и наоборот.
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Свойство 2.
При перестановке двух каких-либо строк или столбцов местами определитель изменяет знак.

[image: image550.jpg]ap a
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Свойство 3.
Определитель равен нулю, если он имеет две равные строки (столбца).

Свойство 4.
Множитель, общий для всех элементов строки или столбца, можно выносить за знак определителя.
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Свойство 5.
Если к элементам какой-либо строки или столбца прибавить соответствующие элементы другой строки или столбца, то определитель не изменится.

Следствие из свойств 32.4 и 32.5: Если к элементам какой-либо строки или столбца прибавить соответствующие элементы другой строки или столбца, умноженные на некоторое число, то определитель не изменится.

Свойство 6.
Сумма произведений элементов какой-либо строки или столбца на алгебраические дополнения соответствующих элементов другой строки или столбца равна нулю.

Пример. Вычислить определитель, используя свойства:
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Решение:

1. Третью строку умножим на подходящие множители и прибавим к остальным:
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получим:

[image: image554.jpg]



 7.6 Метод Крамера

Решение систем уравнений

Пусть имеется система уравнений:
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Обозначим через Δ определитель матрицы системы и через Δj определитель, который получается из определителя Δ заметой j-го столбца столбцом правых частей системы ( j=1,2,...n).

[image: image556.jpg]



Теорема.

3. Если определитель матрицы отличен от нуля, т.е. Δ ≠0, то система имеет единственное решение, которое находится по формуле: [image: image557.jpg]


 
Пример. Решить систему уравнений по формулам Крамера  
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Решение

Для решения задачи нужно вычислить четыре определителя третьего порядка:

· главный определитель, составленный из коэффициентов при неизвестных;

· дополнительный для х, полученный из главного определителя заменой чисел первого столбца на свободные члены;

· дополнительный для у, полученный из главного определителя заменой чисел второго столбца на свободные члены;

· дополнительный для z, полученный из главного определителя заменой чисел третьего столбца на свободные члены;
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Для получения значений неизвестных требуется разделить значения дополнительных определителей на главный определитель.
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Решение задачи можно проверить при помощи найденных значений в уравнения системы.

Задание.
1. Найти матрицу C=A+3B, если 
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2. Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы.

3. Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера.

4. Решить систему линейных уравнений методом Гаусса.
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Лекция 8. Понятие о кривых второго порядка 
Кривыми второго порядка на плоскости называются линии, определяемые уравнениями, в которых переменные координаты x и y содержатся во второй степени. К ним относятся эллипс, гипербола и парабола.

Общий вид уравнения кривой второго порядка следующий:
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,

где A, B, C, D, E, F - числа и хотя бы один из коэффициентов A, B, C не равен нулю.

При решении задач с кривыми второго порядка чаще всего рассматриваются канонические уравнения а, гиперболы и параболы.  
  8.1   Эллипс
Определение эллипса. Эллипсом называется множество всех точек плоскости, таких, для которых сумма расстояний до точек, называемых фокусами, есть величина постоянная и большая, чем расстояние между фокусами.

Фокусы обозначены как [image: image565.png]


 и [image: image566.png]


 на рисунке ниже.

Каноническое уравнение эллипса имеет вид:  [image: image567.png]VN

s



,  где a и b (a > b) - длины полуосей, т. е. половины длин отрезков, отсекаемых эллипсом на осях координат.

[image: image568.jpg]



Прямая, проходящая через фокусы эллипса, является его осью симметрии. Другой осью симметрии эллипса является прямая, проходящая через середину отрезка [image: image569.png]


[image: image570.png]


 перпендикулярно этому отрезку. Точка О пересечения этих прямых служит центром симметрии эллипса или просто центром эллипса.

Ось абсцисс эллипс пересекает в точках (a, О) и (- a, О), а ось ординат - в точках (b, О) и (- b, О). Эти четыре точки называются вершинами эллипса. Отрезок между вершинами эллипса на оси абсцисс называется его большой осью, а на оси ординат - малой осью. Их отрезки от вершины до центра эллипса называются полуосями.

Если a = b, то уравнение эллипса принимает вид [image: image571.png]


. Это уравнение окружности радиуса a, а окружность - частный случай эллипса. Эллипс можно получить из окружности радиуса a, если сжать её в a/b раз вдоль оси Oy.

Пример 1. Проверить, является ли линия, заданная общим уравнением [image: image572.png]9x* 425" - 225=0



, эллипсом.

Решение. Производим преобразования общего уравнения. Применяем перенос свободного члена в правую часть, почленное деление уравнения на одно и то же число и сокращение дробей:

[image: image573.png]9x* +25y* - 225=0
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Ответ. Полученное в результате преобразований уравнение является каноническим уравнением эллипса. Следовательно, данная линия - эллипс.

Пример 2. Составить каноническое уравнение эллипса, если его полуоси соответственно равны 5 и 4.

Решение. Смотрим на формулу канонического уравения эллипса и подставляем: бОльшая полуось - это a = 5, меньшая полуось - это b = 4. Получаем каноническое уравнение эллипса:

[image: image574.png]


.    Точки [image: image575.png]B(-c, 0)



 и [image: image576.png]


, обозначенные зелёным на большей оси, где  [image: image577.png]


,  называются фокусами.

Число       [image: image578.png]


   называется эксцентриситетом эллипса.

Отношение b/a характеризует "сплюснутость" эллипса. Чем меньше это отношение, тем сильнее эллипс вытянут вдоль большой оси. Однако степень вытянутости эллипса чаще принято выражать через эксцентриситет, формула которого приведена выше. Для разных эллипсов эксцентриситет меняется в пределах от 0 до 1, оставаясь всегда меньше единицы.

Пример 3. Составить каноническое уравнение эллипса, если расстояние между фокусами равно 8 и большая ось равна 10.

Решение. Делаем несложные умозаключения:

- если большая ось равна 10, то её половина, т. е. полуось a = 5,

- если расстояние между фокусами равно 8,то число c из координат фокусов равно 4.

Подставляем и вычисляем:

[image: image579.png]



Результат - каноническое уравнение эллипса:

[image: image580.png]


.

Пример 4. Составить каноническое уравнение эллипса, если его бОльшая ось равна 26 и эксцентриситет [image: image581.png]12
13



.

Решение. Как следует и из размера большей оси, и из уравнения эксцентриситета, бОльшая полуось эллипса a = 13. Из уравнения эсцентриситета выражаем число c, нужное для вычисления длины меньшей полуоси:

[image: image582.png]


.

Вычисляем квадрат длины меньшей полуоси:

[image: image583.png]V169-8*
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Составляем каноническое уравнение эллипса:

[image: image584.png]



Пример 5. Определить фокусы эллипса, заданного каноническим уравнением [image: image585.png]


.

Решение. Следует найти число c, определяющее первые координаты фокусов эллипса:

[image: image586.png]


.

Получаем фокусы эллипса:  [image: image587.png](-3

0), (3, 0)




Решить задачи на эллипс самостоятельно

Пример 6. Фокусы эллипса расположены на оси Ox симметрично относительно начала координат. Составить каноническое уравнение эллипса, если:

1) расстояние между фокусами 30, а большая ось 34

 2) малая ось 24, а один из фокусов находится в точке (-5; 0)

3) эксцентриситет [image: image588.png]


, а один из фокусов находится в точке (6; 0).
Если [image: image589.png]M(x, y)



 - произвольная точка эллипса (на чертеже обозначена зелёным в верхней правой части эллипса) и [image: image590.png]A7



 - расстояния до этой точки от фокусов [image: image591.png]


, то формулы для расстояний - следующие:

[image: image592.png]n=a+Ex, R=a—Ex



.

Для каждой точки, принадлежащей эллипсу, сумма расстояний от фокусов есть величина постоянная, равная 2a.

Прямые, определяемые уравнениями    [image: image593.png]


   называются директрисами эллипса (на чертеже - красные линии по краям).

Из двух вышеприведённых уравнений следует, что для любой точки эллипса

[image: image594.png]


где [image: image595.png]


 и [image: image596.png]


 - расстояния этой точки до директрис [image: image597.png]


 и [image: image598.png]


.

Пример 7. Дан эллипс [image: image599.png]


. Составить уравнение его директрис.

Решение. Смотрим в уравнение директрис и обнаруживаем, что требуется найти эксцентриситет эллипса, т. е. [image: image600.png]


. Все данные для этого есть. Вычисляем:

[image: image601.png]36-20=4




.Получаем уравнение директрис эллипса:[image: image602.png]



Пример 8. Составить каноническое уравнение эллипса, если его фокусами являются точки [image: image603.png](£, 0)



, а директрисами являются прямые [image: image604.png]


.

Решение. Смотрим в уравнение директрис, видим, что в нём можем заменить символ эксцентриситета формулой эксцентриситета как отношение первой координаты фокуса к длине большей полуоси. Так сможем вычислить квадрат длины большей полуоси. Получаем:

[image: image605.png]


.

Теперь можем получить и квадрат длины меньшей полуоси:

[image: image606.png]


       Уравнение эллипса готово: [image: image607.png]



Пример 9. Проверить, находится ли точка [image: image608.png]


 на эллипсе [image: image609.png]


. Если находится, найти расстояние от этой точки до фокусов эллипса.

Решение. Подставляем координаты точки x и y в уравнение эллипса, на выходе должно либо получиться равенство левой части уравнения единице (точка находится на эллипсе), либо не получиться это равенство (точка не находится на эллипсе). Получаем:

[image: image610.png]


.

Получили единицу, следовательно, точка находится на эллипсе.

Приступаем к нахождению расстояния. Для этого нужно вычислить: число c, определяющее первые координаты фокусов, число e - эксцентриситет и числа "эр" с подстрочными индексами 1 и 2 - искомые расстояния. Получаем:

[image: image611.png]



Проведём проверку: сумма расстояний от любой точки на эллипсе до фокусов должна быть равна 2a.

[image: image612.png]


,  так как из исходного уравнения эллипса [image: image613.png]


.

Одним из самых замечательных свойств эллипса является его оптическое свойство, состоящее в том, что прямые, соединяющие точку эллипса с его фокусами, пересекают касательную к эллипсу под разными углами. Это значит, что луч, пущенный из одного фокуса, после отраэения попадёт в другой. Это свойство лежит в основе аккустического эффекта, наблюдаемого в некоторых пещерах и искусственных сооружениях, своды которых имеют эллиптическую форму: если находиться в одном из фокусов, то речь человека, стоящего в другом фокусе, слышна так хорошо, как будто он находится рядом, хотя на самом деле расстояние велико.

 8.2   Гипербола

Определение гиперболы. Гиперболой называется множество всех точек плоскости, таких, для которых модуль разности расстояний от двух точек, называемых фокусами, есть величина постоянная и меньшая, чем расстояние между фокусами.

Каноническое уравнение гиперболы имеет вид:  [image: image614.png]VN



,где a и b - длины полуосей, действительной и мнимой.

На чертеже ниже фокусы обозначены как [image: image615.png]


 и [image: image616.png]


.

 [image: image617.jpg]


         

   8.3    Парабола
  Определение параболы. Параболой называется множество всех точек плоскости, таких, каждая из которых находится на одинаковом расстоянии от точки, называемой фокусом, и от прямой, называемой директрисой и не проходящей через фокус.

Каноническое уравнение параболы имеет вид:

[image: image618.png]


,

где число p, называемое параметром параболы, есть расстояние от фокуса до директрисы.

[image: image619.jpg]My

=y



  На чертеже линия параболы - бордового цвета, директриса - ярко-красного цвета, расстояния от точки до фокуса и директрисы - оранжевого.

В математическом анализе принята другая запись уравнения параболы:  y = ax²,  то есть ось параболы выбрана за ось координат. Можно заметить, что ax² - это квадратный трёхчлен ax² + bx + c, в котором b = 0 и c = 0. График любого квадратного трёхчлена, то есть левой части квадратного уравнения, будет параболой.

Фокус параболы имеет координаты [image: image620.png]



Директриса параболы определяется уравнением [image: image621.png]


.

Расстояние r от любой точки [image: image622.png]M(x, y)



 параболы до фокуса определяется формулой [image: image623.png]


.

Для каждой из точек параболы расстояние до фокуса равно расстоянию до директрисы.

Пример 1. Определить координаты фокуса параболы [image: image624.png]



Решение. Число p расстояние от фокуса параболы до её директрисы. Начало координат в данном случае - в роли любой точки, расстояния от которой от фокуса до директрисы равны. Находим p: [image: image625.png]



Находим координаты фокуса параболы:  [image: image626.png]



Пример 2. Составить уравнение директрисы параболы [image: image627.png]



Решение. Находим p:  [image: image628.png]


Получаем уравнение директрисы параболы:[image: image629.png]



 

Пример 3. Составить уравнение параболы, если расстояние от фокуса до директрисы равно 2.

Решение. Параметр p - это и есть данное расстояние от фокуса до директрисы. Подставляем и получаем:

[image: image630.png]



Траектория камня, брошенного под углом к горизонту, летящего футбольного мяча или артиллерийского снаряда будет параболой (при отсутствии сопротивления воздуха). Зона достижимости для пущенных камней вновь будет параболой. В данном случае речь идёт об огибающей кривой траекторий камней, выпущенных из данной точки под разными углами, но с одной и той же начальной скоростью.

Парабола обладает следующим оптическим свойством: все лучи, исходящие из источника света, находящегося в фокусе параболы, после отражения оказываются направленными параллельно её оси. Это свойство параболы используется при изготовлении прожекторов, автомобильных фар, карманных фонариков, зеркала которых имеют вид параболоидов вращения (фигур, получающихся при вращении параболы вокруг оси). Пучок параллельных лучей, двигающийся вдоль оси параболы, отражаясь, собирается в её фокусе.

Лекция 9. Графы 
Теоретический материал
Единая транспортная система (ETC) – совокупность путей сообщения, перевозочных средств, технических устройств и механизмов, средств управления и связи, обустройств всех видов транспорта.
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Задачи взаимодействия видов транспорта

Основными задачами взаимодействия всех видов транспорта является: своевременное и качественное удовлетворение потребностей народного хозяйства и населения в перевозках, повышение эффективности его работы.  

Для решения этих задач необходимо: 

– обосновать оптимальные пропорции развития всех видов транспорта и, как правило, поддерживать их в течение всего периода эксплуатации; 

– сформировать оптимальную сеть путей сообщения на основе рациональных систем грузопотоков, выбрать ее рациональную структуру и наилучшее начертание; 

– наращивать пропускную и провозную способность путей сообщения и общетранспортных узлов, которые являются центрами тяготения пространственно-планировочных систем; 

– повышать скорости поездов, самолетов, судов; 

– совершенствовать режимы взаимодействия разных видов транспорта, структуру парка подвижного состава, систему управления ETC. 
 2 подход   Структурно транспорт можно представить как систему, состоящую из двух подсистем: транспорта общего и необщего пользования. При этом обе части системы могут быть представлены предприятиями государственной, муниципальной или частной форм собственности

В зависимости от целей экономического анализа транспорт общего пользования группируется следующим образом: 
- универсальный (железнодорожный, водный, автомобильный, воздушный) и специальный (коммунальный); 
- внутренний (осуществляющий перевозки внутри страны) и внешний (обычно морской, выполняющий перевозки не только внутри страны, но и за границу); 
- круглогодичный(железнодорожный, воздушный, автомобильный, морской) и сезонный (внутренний водный:речной и озёрный и частично морской).

http://ckct.orenportal.ru/study/gos/gos87.shtml

Задание 1. Построить в виде графа систему транспорта общего пользования.

Графы. Основные понятия

Как отдельная математическая дисциплина теория графов была впервые представлена в работе венгерского математика Кенига в 30-е годы ХХ столетия.

В последнее время графы и связанные с ними методы исследований органически пронизывают на разных уровнях едва ли не всю современную математику. 

Благодаря использованию графов можно упростить решение задач, сформулированных в различных областях знаний: в автоматике, электронике, физике, химии и др. С помощью графов изображаются схемы дорог, газопроводов, тепло- и электросети. Помогают графы в решении математических и экономических задач.

Граф — совокупность конечного числа точек, называемых вершинами графа, и попарно соединяющих некоторые из этих вершин линий, называемых ребрами или дугами графа. 
Вершины графа обозначают латинскими буквами A, B, C, D или цифрами. Иногда граф в целом можно обозначать одной заглавной буквой. 

Отрезок между вершинами, имеющий направление, называют дугой. Направление обозначается стрелочкой на конце. Отрезок между вершинами, не имеющий направления, называют ребром.
Рассмотрим пример.

Аркадий, Борис. Владимир, Григорий и Дмитрий при встрече обменялись рукопожатиями (каждый пожал руку каждому по одному разу). Сколько всего рукопожатий было сделано?

Решение:

Точки А, Б, В, Г, Д называются вершинами графа, а отрезки линий, соединяющие эти точки — ребрами графа.
В задаче необходимо подсчитать число ребер графа, изображенного на рисунке. Это число и будет равно количеству совершенных рукопожатий между пятью молодыми людьми. Их 10.

Граф, содержащий только дуги, называется ориентированным.
Ориентированным называется граф, в котором 
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— множество упорядоченных пар вершин вида (x, y), где x – называется началом, y – концом дуги. Дугу (x, y) часто записывают как 
[image: image633.wmf]y
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 и изображают в виде:


Считается, что дуга 
[image: image634.wmf]y

x

®

ведет от вершины x к вершине y, а вершина y смежная с вершиной x. Ориентированный граф также называют орграфом.

Иногда дугам графа приписывают некоторое число (например, расстояние между городами, время передачи данных между узлами), называемое весом. Тогда граф называют взвешенным орграфом Этот вес может иметь различные единицы измерения, исходя из условия, по которому строится граф.
Граф, содержащий только ребра, называется неориентированным.
Ребро (x, y) графически изображается в виде:

На практике граф используется для задания симметрических отношений для объектов. Если над ребрами графа указать числовое значение, то получится взвешенный граф Вершины, соединенные общим ребром, называются смежными вершинами. Ребра, имеющие общую вершину, называются смежными ребрами.

На рис.1 вершины 1 и 5 — смежные, т. к. соединены общим ребром 1– 5. Ребра 4–5, 4–1 и 4–3 являются смежными ребрами, потому что имеют общую вершину 4.

Ребро и любая из двух вершин, с которыми связано это ребро, называются инцидентными.
На рис. 1 ребро 4–1 и вершина 1 – инцидентны.

В неориентированном графе степенью вершины называется количество инцидентных с данной вершиной рёбер.

На рис. 1 степень вершины 2 равна 1, степень вершины 4 равна 3.

В орграфе полустепенью исхода вершины называется количество дуг, исходящих из неё; полустепенью захода — количество дуг, заходящих в нее; степенью вершины — сумма полустепеней исхода и захода.

Граф, содержащий и рёбра и дуги, называется смешанным.
Способы представления графов

В зависимости от условий поставленной задачи для представления графов можно использовать различные структуры. Рассмотрим некоторые из них.

  1. Матрица смежности
Матрица смежности представляет собой квадратную матрицу n х n, где n – количество вершин графа.
Каждая ячейка этой матрицы может принимать только два значения (0 или 1) для невзвешенного графа или вес ребра для взвешенного. Ячейка несет в себе информацию о том, смежны вершины или нет.
Рассмотрим матрицу смежности для графа на рис. 2. В графе 6 вершин:


             
[image: image635]
При более подробном рассмотрении можно заметить, что в случае графа без петель матрица имеет ряд особенностей:
1) главная диагональ (выделена красной линией) матрицы всегда заполнена нулями, так как вершина не может быть смежна сама себе;
2) если граф неориентированный, то матрица симметрична относительно главной диагонали.
Рассмотрим матрицу смежности для графа на рис. 3. В графе 4 вершины:


Матрица инциденций представляет собой матрицу m х n, где m – количество ребер или дуг графа (орграфа), а n – количество вершин. На пересечении i - ой строки и j - ого столбца проставляются значения по следующему правилу:
"1" – если i - ое ребро и j - ая вершина инцидентны (для орграфа – если i - ая дуга "входит" в j - ую вершину);
"0" – если i - ая дуга и j - ая вершина не инцидентны;
"-1" – только в случае орграфа: если i - ая дуга "выходит" из j - ой вершины;
«1» применяют для невзвешенного графа, для взвешенного графа применяют вес ребра.

Рассмотрим матрицу инциденций для графа на рис.4. В графе 6 вершин и 7 рёбер.
Лекция 10. Понятие о численном дифференцировании 

  Численное дифференцирование используется в следующих случаях:
-нужно найти производные функции, имеющей сложное аналитическое выражение;
-нужно найти производные функции, аналитическое выражение которой неизвестно, например, функции, заданной таблицей значений;
-при численном решении дифференциальных уравнений.
Выведем некоторые из формул численного дифференцирования. Рассмотрим разложения в ряд Тейлора
[image: image636.png]h? h?
Flxg +h) = £{xp)+ Flxo)-h+Txg) - -+ £xo): 6+O(h4);



 (1)
[image: image637.png]f(xg —h) = £(xg) - £xg) -0+ £7(xg) h;—f”’( 0. h;+o(h4)



. (2)
Здесь [image: image638.png]olh*|=c - h*



– величина порядка [image: image639.png]


 (С – некоторая постоянная). Из (1) найдем
[image: image640.png]xo) = f(xo +h) —f(x,) B

” h V4 h2 3
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 (3)
где [image: image641.png]


 – величина порядка h.
Аналогично из (2) можно получить
[image: image642.png]


. (4)
Вычтем из выражения (1) соотношение (2)
[image: image643.png]F(xg +1)— fxg —h) = 2 F{x, -h+f”’(x0)-1§+0(h4)



. (5)

Отсюда имеем
[image: image644.png]) = f(xq+h)—f(xy—h] N

ool

fTXo




. (6)

Складывая выражения (1) и (2), найдем
[image: image645.png]£(xo +h) +f(xg —h) = 2- f(xq) + £ (x,) - h? + Olh*).



 (7)

Из (7) получим

[image: image646.png]f(xq+h)—2-f(xy)+f(x,—h) N
)_

O(hz).
f(xq) = .




 (8)


Из равенств (3), (4), (6) и (8) вытекают следующие приближенные формулы для вычисления производных функции f(x) в точке [image: image647.png]


 , которые называют формулами численного дифференцирования:

[image: image648.png]


 (9)

[image: image649.png]


 (10)

[image: image650.png]


 (11)

[image: image651.png]| f(xq+h)-2 f(XO)+f(XO—h)

f//(XO ~ h2



 (12)

Формулы (9) и(10) имеют первый порядок точности по h, так как их погрешность пропорциональна h. Формулы (11) и (12) имеют второй порядок точности по h, так как их погрешность пропорциональна [image: image652.png]


. Используя разложения в ряд Тейлора функций [image: image653.png]f(x,+2-h), f(x,—2-h)



 и т. д. можно получить более точные формулы для вычисления первой и второй производных, а так же формулы для вычисления производных высших порядков.

Геометрическая иллюстрация формул (9) и (11).

[image: image654.png]f(x) = tgo;





[image: image655.png]f(Xo+h) _f(Xo) ~ tgy,





[image: image656.png]f(x,+h)—f(x,—h]

=1 ,
T gV,





Численное дифференцирование.

Дана функция f(x). Найти приближенное значение первой и второй производной по формулам численного дифференцирования при различных значениях h и сравнить с точными значениями.
[image: image657.png]



Пусть [image: image658.png]


.
Положим [image: image659.png]0.1



 
[image: image660.png]f(x,+h)=1.48661; f(x,)=141421; f(x,—h)=1.34536.



 
Вычислим первую производную:

[image: image661.png]f(x,+h)—f(x,) f(x,+h)—f(x,—h)

2-h

=0.724; = 0.7063.




Точное значение: [image: image662.png]



Вычислим вторую производную:
[image: image663.png]f —h)-2-1 + £ +h
(Xo ) h(2XO) (Xo ) — 0.3550.




Точное значение: [image: image664.png]=0.3536.





Положим [image: image665.png]h =0.01





[image: image666.png]f(x,+h)=1.42130; f(x,)=141421; f(x,—h)=1.40716.





Вычислим первую производную:

[image: image667.png]x, +h) —f(x,)

f(x,+h)—f(x,—h)
2-h

=0.709; =0.707.





Для первой производной результаты, найденные при h=0.01, ближе к точному значению чем результаты, найденные при h=0.1.

Вычислим вторую производную:

[image: image668.png]f(x,—h] —2-fh(2X0) +f(x, +h] o4



 (7)

Замечание: Формулы численного дифференцирования очень чувствительны к ошибкам округления. При их использовании следует вычислять значение функции f(x) с большим числом значащих цифр (особенно при малых h). Формула (7) при [image: image669.png]h =0.01



 дает грубый результат, хотя она же при [image: image670.png]0.1



 дает неплохой результат. Если в (7) значения функции f(x) вычислить с точностью до 8 цифр после запятой (было 5 цифр), то результат будет отличным:

[image: image671.png]f (1+0.01) =1.42130222; f(1) =1.41421356; f(1-0.01) =1.40716026.





[image: image672.png]f(0.99) —2-f (1) +f(1.01)
—————————=03336.
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Рис 4. Неориентированный граф
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Рис. 3. Взвешенный граф
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Т.о. мы заменяем данную криволинейную трапецию,


 на n прямолинейных трапеций. И значение интеграла будет более точным.                      
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Рис 2. Неориентированный граф
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Рис 1. Неориентированный граф
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